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SOMMARIO. Queste note nascono come dispense dei corsi che ho tenuto per la
laurea magistrale in matematica presso le universita di Padova (corso di “Analisi
stocastica”, anni accademici 2008,/09, 2009/10, 2010/11) e di Milano-Bicocca
(corso di “Processi stocastici”, anno accademico 2010/11). Le parti in corpo
minore indicano tipicamente argomenti non svolti a lezione, o soltanto accennati.

Le principali fonti di ispirazione sono stati i testi di |Comets e Meyre| [2006],
Baldi| [2000], Karatzas e Shreve| [1998], Mérters e Peres [2009] e [Le Gall [2008].

Segnalazioni di errori, osservazioni, suggerimenti e critiche sono molto graditi.

In copertina é raffigurato un segmento di traiettoria del moto browniano nel piano, ottenuto

come interpolazione lineare di una passeggiata aleatoria con incrementi normali (50 000 passi).
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PRELUDIO

Questo corso ¢ costituito da due parti. Nella prima parte definiamo il moto browniano, uno
degli oggetti pitt importanti in teoria della probabilita, e ne studiamo le principali proprieta.
Nella seconda parte mostriamo come sia possibile definire una teoria dell’integrazione
rispetto al moto browniano, detta integrazione stocastica, che riveste un’importanza
fondamentale da un punto di vista sia teorico sia applicativo. Prima di cominciare,
cerchiamo di dare un’idea euristica del contenuto del corso.

MoT0 BROWNIANO. Citando liberamente Morters e Peres| [2009], una parte importante
della teoria della probabilita consiste nella descrizione del quadro macroscopico che emerge
in sistemi caratterizzati da effetti microscopici aleatori. Da questo punto di vista, il moto
browniano puo essere visto come il processo macroscopico che descrive il moto di una
particella sottoposta a urti microscopici casuali frequenti ma non troppo intensi.

Piu precisamente, consideriamo il seguente modello microscopico per una particella
vincolata a muoversi su una retta e sottoposta a urti frequenti: indicando con € > 0
la distanza temporale (che supponiamo per semplicita costante) tra una coppia di urti
successivi e con z; € R lo spostamento della particella provocato dall’i-esimo urto, la
posizione s(t) € R della particella all’istante ¢ > 0 ¢ data da

[t/e]
s(t) = s(0) + Z %,
i=0

dove s(0) € R indica la posizione della particella all’istante iniziale. Supponiamo ora che
gli spostamenti (z;);en siano variabili aleatorie indipendenti e con la stessa distribuzione,
con media nulla e con varianza finita. Sotto queste sole ipotesi, indipendentemente dai
dettagli piu fini della distribuzione delle variabili z;, quando € > 0 é piccolo il processo
riscalato {\/€ 5(t) }+c[,00) € descritto da un unico processo macroscopico { B(t) }1e(0,00) il
moto browniano appunto. Il fatto che molteplici modelli microscopici (corrispondenti per
esempio alle possibili scelte della distribuzione degli spostamenti z;) diano origine allo
stesso unico modello macroscopico é una proprietda molto interessante, che viene spesso
indicata col nome di universalita.

Il moto browniano {B(t)};c[0,00) € un oggetto matematico estremamente ricco, di cui
analizzeremo un certo numero di proprietd. Mostreremo ad esempio che le sue traiettorie
t — B(t) sono continue ma molto irregolari: non sono differenziabili in nessun punto (!) e
hanno wvariazione infinita, nel senso che per ogni 7" > 0 si ha (con probabilita 1)

|INT| -1
B(4%) - B(%)| = +
sup ; |B(4) — B(%)] 00
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Questa irregolarita rende problematica la definizione di una teoria dell’integrazione rispetto
alle traiettorie del moto browniano. Prima di discutere questo punto, forniamo qualche
motivazione per la necessita di una tale teoria.

INTEGRALE STOCASTICO. Consideriamo una particella vincolata a muoversi lungo una
retta su cui agisce un campo di forze. La posizione della particella all’istante ¢ € [0, 00)
sara indicata con x(t) € R, mentre F'(¢,z) indichera l'intensita della forza all’istante ¢ > 0
nel punto z € R. Se la funzione z(-) ¢ derivabile, il lavoro compiuto dalla forza sulla
particella nell'intervallo di tempo [0, 7] ¢ dato dall’integrale

T T
/ F(t,z(t)) dz(t) = / F(t,z(t) 2/ (t)dt, (0.1)
0 0

dove 2/(t) := dﬁgt) indica la derivata prima di x. Lo stesso integrale ammette altre

possibili interpretazioni. Supponiamo ad esempio che x(t) indichi il valore di un certo
titolo azionario all’istante ¢ e che F'(t,x) rappresenti la mia strategia di investimento,
ossia la quantita di azioni che possiedo all’istante t se il titolo vale x. L’integrale in (|0.1))
rappresenta allora il guadagno (con segno!) che ottengo delle azioni in mio possesso tra
gli istanti O e 7.

Questi argomenti spiegano l'interesse per lo studio e la generalizzazione di integrali
del tipo . Consideriamo per esempio il caso in cui z(-) non sia derivabile: & possibile
dare un senso all’integrale fOT F(t,z(t)) dz(t) anche in questa circostanza? Supponiamo
per semplicita che la funzione F'(t,z) = F(t) non dipenda esplicitamente da x e che sia
continua. Quando x(-) ¢ derivabile con continuita, I'integrale [ F(¢)dz(t) definito in (0.1]
puo essere espresso come limite di somme di Riemann, nel modo seguente:

T |INT|—1
/0 P)de() = lm 3 F (%) (@ (5) 2 () (0.2)
=0

Dato che in questa espressione non compare la derivata prima di z(-), si potrebbe sperare
di usarla come definizione dell’integrale fOT F(t)dz(t) quando la funzione z(-) non ¢
derivabile. Ebbene, ¢ possibile mostrare (Teorema 56 del capitolo I in [Protter, 2004]) che
data una funzione z(-) continua, o anche solo continua a destra, il limite in esiste
per ogni F(-) continua se e soltanto se x(+) & a variazione finita, cioé

|INT|-1
i+1) _ 4
sup ; [z () — 2 (%)] < o

Il problema é che si vorrebbe estendere la definizione dell’integrale fOT F(t)dxz(t) al caso
in cui la funzione (aleatoria) z(t) = B(t) ¢ il moto browniano, che come abbiamo accennato
piu sopra ha variazione infinita. Un risultato fondamentale di Ito| [1944] mostra che una
tale estensione é effettivamente possibile, a patto di adottare un approccio probabilistico:
I’integrale stocastico non é infatti definito puntualmente, per ogni traiettoria fissata
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t — B(t), ma solo come limite in probabilita; inoltre gli integrandi F'(¢) ammessi, che
possono essere essi stessi aleatori, sono soggetti a importanti restrizioni (devono essere
adattati al moto browniano, in un senso che preciseremo). Se le traiettorie t — F(t) sono
continue, I'integrale stocastico puod essere definito come limite in probabilita di somme di
Riemann, analogamente a :

INT]—1

T
/0 F(t)dB(t) = lim_ > F(

1=0

) (B(F) - B (%)) (0.3)

2.

Le proprieta di questo integrale sono peculiari. Per esempio, se nella somma di Riemann
in si sostituisce F' (%) con F (%) — un cambio apparentemente innocuo, data la
continuita di ¢t — F'(t) — il valore dell'integrale risulta in generale diverso, a differenza di
quanto accade per I'integrale ordinario. E importante dunque precisare quale definizione si
usa. Noi ci concentreremo sull’integrale di Ité, definito proprio come in , che é quello
piu naturale per le applicazioni finanziarie e ha inoltre fondamentali legami con la teoria
delle equazioni differenziali alle derivate parziali del secondo ordine. Altre definizioni
risultano pitt convenienti in contesti diversi: accenneremo brevemente all’integrale di
Stratonovich, usato nelle applicazioni fisiche e nella geometria stocastica, in cui il termine
F(%) ¢ sostituito da 1 (F(%) + F(41)).

Se t + z(t) ¢ una funzione derivabile, segue dal teorema fondamentale del calcolo che
per ogni funzione G : R — R derivabile si ha

T
Gem) - co) = [ Sowwar = [ @am)wo.

Per l'integrale di Itd questa relazione non ¢ piu valida. Piu precisamente, se x(t) = B(t)
¢ il moto browniano e se G : R — R ¢ una funzione derivabile due volte con continuita,
mostreremo che

G(B(T)) — / G'(B / G"(B

che puo essere riscritta in forma differenziale come
1
dG(B(t)) = G'(B(t))dB(t) + 3 G"(B(t))dt.

Questa ¢ la celebre formula di Itd, che costituisce il cuore del calcolo stocastico. Come
vedremo, la presenza del termine aggiuntivo contenente G” ¢ dovuta precisamente al fatto
che le traiettorie del moto browniano sono a variazione infinita.

NoTAZIONI. Indicheremo con N := {1,2,3,...} e con Ny := NU {0} = {0,1,2,...}.
Useremo gli aggettivi “crescente”, “decrescente”; “positivo” e “negativo” in senso debole:
una funzione f : R — R ¢ crescente se per ogni x,y € R con x < y si ha f(y) > f(z),
mentre é strettamente crescente se si ha f(y) > f(z); analogamente, f & positiva se per
ogni z € R si ha f(x) > 0, mentre ¢ strettamente positiva se si ha f(z) > 0. Dati a,b € R,
useremo spesso le notazioni a A b := min{a, b} e a V b := max{a, b}.
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1 . RICHIAMI DI PROBABILITA

Forniamo un compendio delle nozioni basilari di probabilitd che ci saranno utili. Per
maggiori dettagli, si possono consultare i testi [Billingsley, |1995|, [Williams|, [1991].

1.1. SPAZI MISURABILI

1.1.1. 0-ALGEBRE. Una c-algebra £ su un insieme non vuoto F é una famiglia di parti
(sottoinsiemi) di E che contiene E e che sia chiusa per unioni numerabili e passaggio al
complementare. La coppia (E, &) ¢ detta spazio misurabile. I due casi estremi di o-algebre
sono quella banale £ = {(), E} e quella discreta & = P(F).

Data una famiglia non vuota I C P(F) di parti di E, si indica con o(I) la piu piccola
o-algebra che contenga I, cioé¢ l'intersezione di tutte le o-algebre che contengono I m La
famiglia I ¢ detta un generatore di o(I). Se inoltre I é chiusa per intersezioni finite, [
¢ detta una base di o(I). Date due famiglie I, 1" C P(FE), la piu piccola o-algebra che
contiene sia [ sia I’ ¢ o(IUI"), che indicheremo con semplicita con o (I, I'); analogamente,
nel caso si abbiano pit famiglie scriviamo o (1, j € J) 0 o({;}jes) invece di o(U;c; L)

EsEmpio 1.1. Per A C E'siha o({A}) = {0, A, A°, E}. Piu in generale, se {4, }icr & una partizione finita
o numerabile di E (cioé |J;c; Ai = E e A;NA; =0 per i # j, dove I & un insieme finito o numerabile),
allora J({Ai}iEI):{A:UjeJAjv JQI} D

Se (E,T) ¢ uno spazio topologico, si dice boreliana la o-algebra su E generata dagli
insiemi aperti (equivalentemente, dagli insiemi chiusi), che indicheremo con B(E). L’esem-
pio pitl importante ¢ dato da E = R?, la cui o-algebra boreliana B(R?) ¢ generata dai
rettangoli aperti (a1,b1) X - - - X (aq, bq), che ne costituiscono una base. Un altro esempio im-
portante ¢ la retta reale estesa R := RU{—o00, +00}, in cui B(R) = B(R)U {400} U{—c0}.
Intenderemo sempre R? e R come spazi misurabili, muniti della o-algebra boreliana.

A differenza di quanto accade per la topologia, in generale non & possibile descrivere
esplicitamente gli elementi della o-algebra o(I) generata da una famiglia I. Per questa

ragione, ¢ necessario lavorare con generatori e basi (si veda il paragrafo|1.8.1]).

1.1.2. APPLICAZIONI MISURABILI. Sia X : E — F una applicazione tra due spazi
misurabili (E, £) e (F, F) (scriveremo sinteticamente X : (E, &) — (F,F)). L’applicazione
X ¢ detta misurabile se X~ *(B) € € per ogni B € F. Se J & un generatore di F, cio¢ se
F = o(J), ¢ sufficiente richiedere che X ~'(B) € & per ogni B € J.

Data una qualunque applicazione X : £ — F' e una qualunque o-algebra F su F', é
automaticamente definita la o-algebra o(X) := {X~1(B) : B € F} su E, detta o-algebra
generata da X: si tratta della pitu piccola o-algebra su E che renda X misurabile.

TSi noti che I'intersezione di una famiglia arbitraria di o-algebre ¢ una o-algebra, mentre in generale
l'unione (anche finita) di o-algebre non lo é.
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Date due applicazioni X,Y" definite entrambe su F, a valori in spazi misurabili (anche
diversi), indicheremo con o(X,Y) := o(c(X),0(Y)) la o-algebra da esse generata: si
tratta della piu piccola o-algebra su E che rende misurabili sia X sia Y. Per una famiglia
{X;}jes di applicazioni, scriveremo analogamente o ({X;};jes) invece di o(U;c;0(X;)).

Si verifica facilmente che o(X) rende misurabile qualunque funzione di X: per ogni
g: (F,F) — (G,G) misurabile, la composizione g(X) = g o X ¢ o(X)-misurabile, cioé
¢ misurabile come applicazione da (F,c(X)) in (G,G). E interessante notare che vale
un parziale viceversa, noto come lemma di misurabilita di Doob: se X : B — (F,F) &
una applicazione generica e Y : E — RY & o(X)-misurabile, allora esiste g : (F, F) — R?
misurabile tale che Y = ¢g(X) (si veda il Lemma alla fine del capitolo).

Se X : (E,&) = (F,F)eY :(F,F)— (G,G) sono applicazioni misurabili, lo ¢ la loro
composizione Y o X : (E,&) — (G,G). Se E, F sono spazi topologici, ogni applicazione
X : E — F continua é misurabile rispetto alle o-algebre boreliane B(E), B(F'). Segue che
se X,Y : (E,B(FE)) — R sono applicazioni misurabili, lo sono anche X +Y, X - Y, | X]|,
X+ :=max(X,0), ecc. Inoltre sono misurabili le applicazioni (a valori in R)

ilelll\)IXm TlLlelg X, hI:LIESI\IIlp X, hglell\?f X, % | X0,
purché X, : (E,B(E)) — R sia misurabile per ogni n € N. Sottolineiamo che per questi
risultati ¢ fondamentale che la famiglia { X}, sia (al pitt) numerabile.

La funzione indicatrice 1g di un insieme B ¢é definita da 1g(z) = 1 se x € B mentre
1p(x) =0 se © ¢ B. Chiaramente 1p : (E,€) — R & misurabile se e solo se B € £.
Un’applicazione reale X : (E, &) — R si dice semplice se si puo scrivere X = >""  ¢;1p, conn € N,
ci € Re B, € £peri=1,...,n Ogni applicazione misurabile positiva X : (E,&) — R" si puo
scrivere come limite puntuale crescente di funzioni semplici: X () = lim,— 00 Xn(2) per ogni z € E, dove
Xn(z) := max{27"[2" X (z)],n}. Piu esplicitamente:
n2t
Xn(z) = nlizer: X(@)>n) + Z Ton l{zEE: k-1 Sx(z)<%}(m) )
k=1

Pl

da cui ¢ chiaro che, per ogni x € F, si ha X,,(z) < Xp41(z) per ognin € Ne X,(z) = X(x).

1.1.3. SpAZI PRODOTTO. Dati due spazi misurabili (F,F), (G,G), sul loro prodotto
cartesiano F' x G si definisce la o-algebra prodotto F @ G := o(F x G), cioé la o-algebra
generata dalla famiglia F x G :={A x B: A€ F,B € G} (si noti che in generale F x G
non ¢ una o-algebra). Un’applicazione X : (E,&) — (F x G, F ®G) si pud sempre scrivere
come X = (X1, X2), con X;, Xy a valori in F', G rispettivamente, ed é misurabile se e
solo se lo sono le sue componenti X1 e Xo, perché gli insiemi della forma A x G e F x B
al variare di A € F e B € G sono un generatore di F ® G. Proprieta del tutto analoghe
valgono per il prodotto di un numero finito di spazi misurabili. Il caso di una famiglia
infinita di spazi misurabili sara considerato nel paragrafo 2.1.1]

Sia f : (F x G,F ® G) — R una funzione reale misurabile; allora, per ogni x € F
fissato, la funzione y — f(x,y) & misurabile da (G, G) in R; analogamente, per ogni y € G
fissato, la funzione x — f(z,y) & misurabile da (F,F) in R. Sottolineiamo che non vale il
viceversa: per la misurabilita dell’applicazione f non é sufficiente che siano misurabili le
applicazioni x — f(x,y) e y — f(x,y).
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1.2. PROBABILITA E VARIABILI ALEATORIE

1.2.1. MISURE E PROBABILITA. Dato uno spazio misurabile (E,£), una misura g
¢ una funzione u : € — [0,400] tale che () = 0 e con la proprieta di o-additivita,
cioe p(Upen An) = D _pen #(An) per ogni successione {Ay}pen di elementi di £ a due
a due disgiunti (A, N A,;, = 0 per m # n). La terna (E,&, u) & detta spazio di misura
o spazio misurato. La misura p & detta finita se u(E) < oo e o-finita se si puod scrivere
E = U,enAn con A, € € e p(Ay,) < oo per ogni n € N.

Un esempio classico di misura finita & dato dalla delta di Dirac 6,, dove zo € E &
un qualunque punto fissato, definita da d,(A) = 1 se g € A e 65,(A) = 0 altrimenti.
L’esempio pitt importante di misura o-finita ¢ dato dalla misura di Lebesgue su (R?, B (Rd)).

Una misura P su uno spazio misurabile (2, F) tale che P(2) = 1 ¢ detta probabilita
(o misura di probabilitd o anche legge). La terna (2, F,P) & detta spazio di probabilita
e gli elementi di F sono detti eventi. Un evento A € F si dice quasi certo se P(A) = 1.
Ricordiamo alcune importanti proprieta che ci saranno utili.

e Per ogni evento A si ha P(A°) =1 —P(A).

e Per ogni coppia di eventi A C B si ha P(A) < P(B) [monotonial.

e Per ogni successione di eventi { Ay, }ren vale la relazione P(l,cry An) < > hen P(An)
[subadditivital.

e Per ogni successione di eventi {4, },en crescente (risp. decrescente), cioé tale che
A, € Apgq (risp. Ay O Anygq) per ogni n € N, indicando l'evento limite con
A=, en An (visp. A =, ey An), si ha che P(A,) T P(A) (risp. P(4,) | P(A))

[continuita dal basso e dall’alto].

e Se {A,}nen € una famiglia di eventi quasi certi, cioé P(A4,,) = 1 per ogni n € N,
anche ﬂneN A, € un evento quasi certo.

e Se {By}nen € q.c. una partizione dello spazio di probabilita, cio¢ se P(|,,cry Bn) = 1
e P(B, N B,,) =0 per m # n, vale la relazione P(A) = Y _P(AN B,), per ogni

evento A [formula di disintegrazione].

Un importante risultato di unicita é il seguente: se I ¢ una base di F (cio¢ F =o(I) e
I ¢ chiusa per intersezioni finite), due probabilta P, P’ su (2, F) che coincidono su I sono
necessariamente uguali, cioé¢ P(A) = P'(A) per ogni A € F (questo segue dal Lemma di
Dynkin, cf. il paragrafo[1.8)).

Un risultato analogo vale per misure o-finite: piti precisamente, se u, s’ sono misure sullo spazio

misurabile (E, &) che coincidono su una base I di £, e se si pud scrivere E = UneN A, con A, € I e
u(Ay) = 1/ (An) < oo per ogni n € N, allora le misure 1, y1' coincidono su tutta la o-algebra &.

1.2.2. VARIABILI ALEATORIE. Consideriamo una applicazione X : @ — FE, dove
(Q, F,P) & uno spazio di probabilita e (E, &) é uno spazio misurabile (scriveremo sin-
teticamente X : (Q,F,P) — (E,£)). Se l'applicazione X ¢é misurabile, essa & detta
variabile aleatoria. Nel caso in cui lo spazio di arrivo E coincida con R o con R¢, si parla
rispettivamente di variabile aleatoria reale (detta anche scalare) o di vettore aleatorio.
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Data una variabile aleatoria X : (2, F,P) — (E, ) e un insieme A € &, é consuetudine
indicare con {X € A} 'evento “X assume valori in A”, cioé

{(XecA} = X HA) = {weQ: X(w) € A}.

Analogamente, per una variabile aleatoria reale X si pone {X > a} :={X € [a,00)} =
X!([a,00)), ecc. Useremo queste notazioni costantemente. Osserviamo che 1yyeay =
lao X per A € € (sinoti che 1;xc4y ¢ definita su 2 mentre 14 ¢ definita su E).

Per definizione, la o-algebra o(X) generata da X consiste esattamente degli eventi
della forma {X € A} al variare di A € £. Intuitivamente, o(X) codifica 'informazione
associata alla variabile aleatoria X: questa o-algebra consta infatti degli eventi che si
possono esprimere tramite X, ossia gli eventi per cui si puo stabilire se si siano verificati
oppure no conoscendo solo il valore assunto dalla variabile aleatoria X.

1.2.3. SPAZI DI PROBABILITA COMPLETI. Sebbene il contenuto di questo paragrafo
si possa applicare a spazi di misura generali, considereremo per semplicita solo il caso
degli spazi di probabilita. Uno spazio di probabilita (£, F, P) si dice completo se, per ogni
evento C € F tale che P(C) = 0, si ha che ogni sottoinsieme N C C' é misurabile, cioé
N € F (in particolare segue che P(N) = 0). Equivalentemente, (2, F,P) & completo se,
per ogni evento A € F tale che P(A) = 1, si ha che ogni insieme B O A ¢ misurabile, cioé
B € F (in particolare segue che P(B) = 1)

Se (2, F,P) non & completo, é sempre possibile completarlo: pit precisamente, si puod
costruire uno spazio di probabilita completo (Q, F, P) tale che F O F e P coincida con P
su F. Si definisce innanzitutto la famiglia N degli insiemi trascurabili (o P-trascurabili,
se si vuole enfatizzare la probabilita) ponendo

N = {NCQ: 3C € F tale che N C C e P(C) =0}

e si estende la o-algebra F ponendo F := o(F, N). Si pud mostrare (esercizio) che A € F
se e soltanto se esiste A’ € F tale che AN A" € N, dove ANA = (A\A)U (A" A)
indica la differenza simmetrica, e in questo caso si definisce P(A) := P(A’). Si verifica
che tale definizione & ben posta, cioé non dipende dalla scelta di A’, che P definisce una
probabilita su F e che (2, F,P) ¢ uno spazio di probabilita completo (esercizio).

Gli insiemi di F di probabilitd P nulla sono esattamente gli elementi di N. Una
applicazione X : (2, F) — (E, £) ¢ misurabile se e solo se & P-q.c. uguale a una applicazione
misurabile X" : (Q, F) — (E, &), cioé se e solo se vale che {w € Q: X'(w) # X(w)} € N.

Sottolineiamo che il completamento F della o-algebra F dipende fortemente dalla
probabilita P. Per esempio, se sullo spazio misurabile (R, B(R)) si sceglie la probabilita di
Dirac dg, la o-algebra completata ¢ I'insieme delle parti P(R), come si verifica facilmente.

OSSERVAZIONE 1.2 (IMPORTANTE). Dato uno spazio di probabilita (€2, F, P), indichiamo
genericamente con “[...]” una proprieta dipendente da w € Q (ad esempio Y (w) > 0,
oppure limsup,_, ., X¢(w) = 400, dove Y,{X;}icr sono funzioni reali definite su ).
Introduciamo la notazione, di uso molto frequente,

“quasi certamente [...]” (abbreviato “q.c. [...]")
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intendendo con ciod

“esiste A € F con P(A) =1 tale che per ogniw € A [...]".

Si potrebbe pensare che cid sia equivalente a richiedere che P({w € Q: [...]}) =1, ma
questo non & corretto: infatti in generale non & detto che I'insieme {w € Q : [...]} sia un
evento, cioé¢ appartenga a F. Scrivendo “q.c. [...]” si afferma soltanto che {w € Q2 :[...]}

contiene un evento di probabilita 1. Si tratta tutto sommato di una sottigliezza, che si
risolve immediatamente se lo spazio (€2, F,P) & completo: infatti in questo caso gli insiemi
che contengono eventi di probabilita 1 sono automaticamente misurabili. Questa é una
delle ragioni per cui risulta spesso conveniente lavorare con spazi completi.lﬂ O

1.2.4. INTEGRALE E VALORE ATTESO. Dato uno spazio di misura (E,&, ) e una
funzione misurabile positiva g : E — RT, & sempre ben definito 1'integrale [ gdu =
[ g(z) p(dz) € [0, —i—oo]ﬂ Ricordiamo una proprieta importante:

se g >0, [gdp=0 seesolose u(g>0)=0, cioe g=0 p-q.c..

Un’arbitraria funzione misurabile reale g ¢ detta integrabile se [ |g|dp < co e in questo
caso si definisce [gdu:= [¢g"du — [ g~ du, dove si é posto g*(z) := max{=+g(z),0},
dacui g=g¢" —g . Sihache| [gdu| < [|g|dp.

Specializzando queste definizioni al caso di uno spazio di probabilita (2, F,P), per
una variabile aleatoria reale positiva Y : (2, F,P) — RT & sempre ben definito il valore
atteso E(Y) := [ Y (w) P(dw) € [0, +00] e si ha che

E(Y)=0  seesolose PY=0)=1.

Una variabile aleatoria reale X ¢ detta integrabile se E(|X|) < 0o, nel qual caso si definisce
E(X):=E(X")—E(X") e vale la relazione | E(X)| < E(|X|). Piu in generale, si pone
E(X) :=E(XT) — E(X™) € R anche quando uno solo tra E(X ") e E(X ™) ¢ finito.

1.2.5. SpAzI LP. Per ogni variabile aleatoria reale X definita su (2, F,P) si definisce
1 X I, == (E(|X[?))/P € [0, 400], per p € [1,00), e si indica con LP = LP(Q)) = LP(Q, F,P)
'insieme delle variabili aleatorie reali X tali che ||X||, < co. Vale la disuguaglianza
triangolare | X + Y|, < [| X, + Y ||, (disuguaglianza di Minkowski), da cui segue che

LP & uno spazio vettoriale su R e || - ||, & una seminorma su LP. Infatti || X||, = 0 non
implica che X = 0 ma soltanto che P(X = 0) = 1. Introducendo su LP la relazione
di equivalenza X ~ Y se P(X =Y) =1, | - ||, diventa una vera norma sull'insieme

TUna ragione analoga ¢ la seguente: se X : (Q, F,P) — R & una variabile aleatoria e X' : @ — R ¢ una
funzione tale che X = X' q.c. (cioé esiste A € F con P(A) =1 tale che X (w) = X'(w) per ogni w € A),
in generale non & detto che X’ sia una funzione misurabile, dunque una variabile aleatoria; cid & vero se
lo spazio (2, F,P) & completo, per quanto visto.

'Si definisce innanzitutto [14dp := pu(A) per A € £ e si estende la definizione per linearita alle
funzioni semplici > ;- | ¢;la,, per A; € Fec; € RT. Per una funzione misurabile non negativa arbitraria,
si definisce il valore atteso come il limite dei valori attesi di una qualunque successione crescente di
funzioni semplici che converge alla variabile aleatoria (una tale successione esiste sempre, e il limite dei
valori attesi non dipende dalla successione scelta).
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delle classi di equivalenza LP/~, che con tradizionale abuso di notazione viene indicato
sempre con LP (quando sard importante distinguere tra funzioni e classi di equivalenza,
lo sottolineeremo). In questo modo (L?, || - ||,) diventa uno spazio di Banach, cioé uno
spazio normato completo: tutte le successioni di Cauchy hanno limite.

Dalla disuguaglianza di Jensen, richiamata pitl in basso, segue che per ogni p > ¢q e per
ogni variabile aleatoria X si ha ||X||; < || X]||,: di conseguenza LP C L7 (questa proprieta
non vale se P ¢ una misura non finita) e la convergenza in LP implica quella in L9.

Lo spazio pitt importante ¢ L2, che ¢ in effetti uno spazio di Hilbert, poiché la norma
|| -|]2 ¢ indotta dal prodotto scalare (X,Y) := E(XY). Per X € L?, la quantita Var(X) :=
E[(X — E(X))?] = E(X?) — E(X)? € [0,00) ¢ detta varianza di X. Ricordiamo che
Var(X) = 0 se e soltanto se esiste ¢ € R tale che P(X =¢) = 1.

Per X,Y € L2, l'operatore bilineare Cov(X,Y) := E[(X — E(X))(Y — E(Y))] =
E(XY)—-E(X)E(Y) € R ¢ detto covarianza. Si verifica facilmente che

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) 4+ 2 Cov(X,Y)

e inoltre Var(X) = Cov(X, X).

Un vettore aleatorio X = (Xj,..., X4) a valori in R? & per definizione in LP se e solo
se lo sono tutte le sue componenti. Ponendo || X|, = (E(|X|?))"/?, dove | - | indica la
norma euclidea su RY, si ha che X € LP se e solo se || X||, < oc. Inoltre || X ||, < || X, se
p > q, quindi LP C L2 anche nel caso vettoriale.

Dato un vettore aleatorio X = (X1, .., X,) avalori in R? tale che X € L', si definisce il
vettore media ponendo E(X) := (E(X1),...,E(X4)) € R% Se inoltre X € L2, si definisce
la matrice delle covarianze K = K(X) data da K;; := Cov(X;, X;), per 1 <i,j < d.
La matrice K ¢ simmetrica e semi-definita positiva: per ogni u € R? si ha (u, Kuy) > 0,
dove indichiamo con Kwu l'ordinario prodotto matrice-vettore, cioé¢ (Ku); = Z;l:l Kijugj,

e dove (x,y) := E?:l z;y; denota il prodotto scalare standard per z,y € R?. Si ha infatti

d
(u, Ku) Zul (Ku); = Z Kijuiu; = Z Cov (X, Xj)uiuj
5,j=1 ,5=1

Z Cov(u; Xi, u; X;) = Cov((u, X), (u, X)) = Var({u, X)) >0,
i,j=1

avendo usato la bilinearita dell’operatore Cov(-,-). Vedremo nel paragrafo che ogni
matrice reale K simmetrica e semi-definita positiva € la matrice delle covarianze di un
opportuno vettore aleatorio.

Ricordiamo infine che vettore media e matrice delle covarianze hanno un comportamento
semplice sotto trasformazioni affini. Sia X € L? un vettore aleatorio a valori in R¢ e
Y := AX + b & un vettore aleatorio in R™, con A matrice reale m x d e b € R™, cioé
Y, = 2?21 Ai; X +b; per ogni i =1,...,d. Allora anche Y ¢ L? e si verifica facilmente
che E(Y) = AE(X), K(Y) = AK(X)A*, dove A* indica la trasposta della matrice A.
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1.2.6. TEOREMI DI CONVERGENZA. Richiamiamo di seguito i principali risultati di
convergenza (validi in realta anche per una misura P non di probabilita).

TEOREMA 1.3 (CONVERGENZA MONOTONA). Sia {X,},en una successione q.c.
crescente di variabili aleatorie reali positive, definite sullo stesso spazio di probabilita
(Q, F,P), che converge q.c. verso la variabile aleatoria X; supponiamo cioé che 0 <
Xn(w) T X (w) per q.o. w € Q. Allora E(X,,) T E(X).

TEOREMA 1.4 (LEMMA DI FATOU). Sia {X,, },en una successione di variabili aleatorie
reali, definite sullo stesso spazio di probabilita (2, F,P), tali che X,,(w) > 0 per q.o.

w € Q (o pin in generale X, (w) > Y (w), con Y variabile aleatoria reale integrabile).
Allora E(liminf,, X,,) < liminf,, E(X,,).

TEOREMA 1.5 (CONVERGENZA DOMINATA). Siano {X,},en, X variabili aleatorie
reali, definite sullo stesso spazio di probabilita (€2, F,P), tali che X,,(w) — X (w) per
q.0. w € ). Supponiamo che esista una variabile aleatoria positiva Y integrabile, tale
cioé che E(Y) < oo, che soddisfi | X, (w)| < Y(w) per ogni n € N e per q.o. w € Q.
Allora E(|X,, — X|) — 0, cio¢ X,, — X in L'; in particolare E(X,) — E(X).

1.2.7. DISUGUAGLIANZE. Ricordiamo la disuguaglianza di Markov: per ogni variabile
aleatoria positiva X e per ogni § > 0 si ha che

P(X >6) < E((S) (1.1)

da cui segue la disuguaglianza di Chebychev: per ogni variabile aleatoria X € L? e per
ogni § > 0 si ha che

Var(X)

P(X -~ B(X) >6) <

(1.2)

La disuguaglianza di Jensen afferma che per ogni variabile aleatoria reale X € L' e
per ogni funzione convessa ¢ : R — R U {+o00} tale che p(X) € L! si ha

p(BE(X)) < BE(e(X)). (1.3)

Date due variabili aleatorie X € LP e Y € L4, con % + % = 1, la disuguaglianza di
Hélder afferma che XY € L' e si ha | XY|; < | X|,[|Y]lq, 0 pitt esplicitamente

E(XY]) < E(IX[P)"7 E(ly|9)". (1.4)

Nel caso speciale p = q = % si ha la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.
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1.3. LEGGE DI UNA VARIABILE ALEATORIA

1.3.1. DEFINIZIONE DI LEGGE. Una variabile aleatoria X : (2, F,P) — (E, &) induce
su (E, &) una probabilita py, detta legge (o misura immagine) di X, definita da

ix(4) = P(X"'(4)) = P(X € 4).

La legge pux descrive la probabilita con cui i possibili valori di X vengono assunti ed é
talvolta indicata con PoX 1.

Si noti che, data una probabilitd p sullo spazio misurabile (E, £), la funzione identita id : (E, &, pu) —
(E, &) é una variabile aleatoria di legge p. Questo ¢ il procedimento canonico per costruire una variabile
aleatoria a valori in (E, £) di legge u assegnata. In particolare, data una variabile aleatoria X : (Q, F,P) —
(E, &), la funzione identita id : (E, &, ux) — (E, ) & una variabile aleatoria che ha la stessa legge di X.

Se le variabili aleatorie X,Y : (2, F,P) — (F,€) sono q.c. uguali, cio¢ P(X =Y) =1,
allora hanno la stessa legge: infatti da X =Y q.c. segue che 1yxeca) = liyea) q.c. e
dunque px(A) = E(lixecay) = E(L{yeay) = py(A), per ogni A € €.

Fondamentale ¢ il seguente teorema, noto come formula del cambio di variabili (o
passaggio alla misura immagine).

TEOREMA 1.6 (CAMBIO DI VARIABILI). Sia X : (Q,F,P) — (E, &) una variabile
aleatoria e f : (E,£) — R un’applicazione misurabile. La variabile aleatoria f(X) :
(Q,F,P) — R ¢ integrabile se e solo se lo ¢é la variabile aleatoria f : (F,&, ux) — R,
nel qual caso si ha

BUX)) = [ FOX@) @) = [ 7o) ux(do).
Questa formula ¢ sempre valida se f > 0.

1.3.2. ASSOLUTA CONTINUITA. Date due misure u, v sullo stesso spazio misurabile
(E, &), si dice che p ¢ assolutamente continua rispetto a v se esiste una funzione misurabile
positiva f : (E,£) — [0,00), detta densita (o derivata di Radon-Nikodym), tale che
w(A) = [pla(z) f(z)v(dz) per ogni A € £, o equivalentemente tale che [, g(x) pu(dz) =
[z 9(x) f(z) v(dz) per ogni g : (E,£) — RT misurabile positiva. L’assoluta continuita
di p rispetto a v si indica con la notazione pu < v; se si vuole indicare esplicitamente la
densita, si scrive u = f - v, du = f - dv o anche g—y = f.

Chiaramente se p < v allora per ogni A tale che v(A) =0 si ha u(A) = 0. 11 celebre
teorema di Radon-Nikodym afferma che anche il viceversa & vero.

1.3.3. LEGGI sU R%. 1l caso che a noi interessa di piu & dato dalle leggi su R? che
sono assolutamente continue rispetto alla misura di Lebesgue, dette leggi assolutamente
continue tout court. Per una tale legge u esiste cioé una densita f : R — [0, 00) tale che
p(A) = [gala(z) f(x) dz per ogni A € B(R), dove dz indica la misura di Lebesgue su
R?. Un vettore aleatorio X a valori in R% & detto assolutamente continuo se la sua legge
ux lo é. Indicando con fx la sua densita, dalla formula del cambio di variabili si ottiene
E(9(X)) = [za9(z) fx(x)dz, per ogni funzione misurabile e limitata g : R? — R.
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Una legge p su R? (o, pitt in generale, su un insieme arbitrario) & detta discreta se ¢ una sovrapposizione
di misure di Dirac, cioé se esistono {z; }ien, {pi}ien, con z; € R?ep; € [0,1], tali che u = ZZEN Di O,
(chiaramente » . pi = 1). Un vettore aleatorio X a valori in R ¢ detto discreto se lo ¢ la sua legge uux.
In questo caso la formula del cambio di variabili diventa E(g(X)) = [pa 9(@) px(dz) = >, . pi g(x:) per
ogni g : R* — R*. La funzione px : R — [0, 1] definita da px () := Y ien Pi 1wy (2) (ciog px(x) = pi se
x = x; per qualche ¢ € N e px(z) = 0 altrimenti) & detta densita discreta o funzione di massa.

Sia X un vettore aleatorio d-dimensionale assolutamente continuo, con densita fx. Se
A ¢ una matrice d x d invertibile e b € R?, il vettore aleatorio Y := AX + b & ancora
assolutamente continuo, con densita fy (y) := |det A|~t fx (A7 (y — b)). Questa formula
si puod generalizzare al caso in cui la trasformazione affine x — Ax + b sia sostituita da un
diffeomorfismo, ma non ne avremo bisogno.

Ricordiamo infine che le misure di probabilitd u su R sono in corrispondenza biunivoca
con le funzioni F': R — [0, 1] crescenti, continue a destra e tali che lim,_,_o F(z) =0 ¢
lim, 1o F'(x) = 1: la corrispondenza é semplicemente quella che associa a una probabilita
w la sua funzione di ripartizione F(z) := p((—o0,x]).

1.4. INDIPENDENZA E MISURA PRODOTTO

1.4.1. PROBABILITA CONDIZIONATA E INDIPENDENZA. Fissiamo uno spazio di
probabilita (2, F,P). Dati due eventi A, B € F con P(B) > 0, si definisce probabilita
condizionata di A dato B la quantita P(A|B) := P(AN B)/P(B).

Intuitivamente, se si ha P(A|B) = P(A), 'evento A si dice indipendente dall’evento B.
Si noti che la condizione P(A|B) = P(A) si puo riscrivere come P(ANB) = P(A) P(B), che
ha il vantaggio di essere simmetrica in A e B e ben posta anche se P(B) = 0. Si preferisce
quindi dire che due eventi A e B sono indipendenti se e solo se P(AN B) = P(A) P(B).

Normalmente il passo successivo & di estendere questa nozione a pitt di due even-
ti e successivamente di definire I'indipendenza di variabili aleatorie. Da un punto di
vista concettuale risulta perd pitt conveniente definire innanzitutto 'indipendenza di o-
algebre, perché 'indipendenza di eventi e di variabili aleatorie segue come caso particolare.
Procediamo dunque in questo modo.

e Date le o-algebre Fi, ..., F, contenute in F, esse si dicono indipendenti se per
ogni scelta di eventi Ay € Fi, ..., A, € Fy, si ha che

P(A N---NA,) = ﬂP(Aj). (1.5)
j=1

e Date le variabili aleatorie Xy, ..., X,, definite su 2 a valori rispettivamente negli
spazi (E1,&1), ..., (En, &), esse si dicono indipendenti se lo sono le o-algebre da
loro generate o(X3), ..., 0(X,). Ricordando che o(X) = {{X € B}, B € £}, cio
significa che per ogni scelta di eventi By € &1, ..., B, € &, si deve avere

n
P(X1€By,...,Xn€B,) = [[P(X; €By).

j=1
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e Dati gli eventi Ay, ..., A, di F, essi si dicono indipendenti se lo sono le o-algebre
o({A1}), ..., 0({A4,}) da essi generate (o, equivalentemente, se lo sono le variabili
aleatorie 14,, ..., 14,). Ricordando che o({A}) = {0, A, A°,Q}, questo equivale a
richiedere che per ogni scelta di o1, ...,0, € {1, ¢}

n
P(AT' N ---nAT) = [[PAT),
j=1

dove poniamo A} := A;. Si puo mostrare che cio corrisponde alla definizione classica

di indipendenza di eventi, cioé che per ogni sottoinsieme J C {1,...,n} si abbia
P ( N Aj) = [[P@4,)).
jeJ jeJ

Sono anche possibili enunciati misti, sempre riducendosi alle o-algebre: per esempio, una
variabile aleatoria X e una o-algebra G si dicono indipendenti se sono indipendenti le

o-algebre {0(X), G}, ecc.

Un’osservazione molto utile in pratica ¢é la seguente: date le o-algebre Fi, ..., Fy, e
data, per ogni 1 < ¢ < n, una base J; di F;, le o-algebre Fi, ..., F, sono indipendenti
se e solo vale la relazione per A € Jq, ..., A, € J, (questo segue dal Lemma di
Dynkin; si veda la sezione .

Abbiamo definito 'indipendenza per un numero finito di di o-algebre Fi, ..., Fy.

L’estensione a una famiglia infinita ¢ immediata: le o-algebre {F;}icr, con I insieme
arbitrario, si dicono indipendenti se lo & ogni sottofamiglia finita, cioé¢ se le o-algebre F;,,
.., JFi, sono indipendenti per ogni n € N e per ogni scelta di ¢1,...,i, € I. In modo

analogo si definisce I'indipendenza di famiglie arbitrarie di variabili aleatorie {X;};cs ed
eventi {Az}zef

Se le o-algebre {F;};cs sono indipendenti e se, per ogni ¢ € I, si considera una o-
algebra G; C F;, & chiaro che anche le o-algebre {G;};cr sono indipendenti. Ricordando
che una variabile aleatoria X; ¢ F;-misurabile se e solo se o(X;) C F;, si ha allora l'utile
osservazione seguente: se le o-algebre {F;};cr sono indipendenti e se X; & una variabile
aleatoria J;-misurabile, per ogni i € I, le variabili aleatorie {X;};c; sono indipendenti.

Concludiamo enunciando un risultato intuitivo (di frequente uso implicito): se le o-
algebre {F;}icr sono indipendenti e se {I}}recx ¢ una partizione dell’insieme di indici I
(cioé Upex Ik =T e Iy NIy = 0 per k # k'), allora le o-algebre {H}, := o(Fi,i € Ii) }rek
sono indipendenti.

1.4.2. INDIPENDENZA E SCORRELAZIONE. Se X e Y sono variabili aleatorie reali
integrabili indipendenti, allora il prodotto XY ¢ integrabile e si ha E(XY) = E(X)E(Y);
dunque Cov(X,Y) = 0, cioé le variabili sono scorrelate. In particolare, se X,Y € L? sono
indipendenti si ha che Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y'). Il viceversa ¢é falso in generale.
Sottolineiamo che se X e Y sono variabili aleatorie reali integrabili non indipendenti, non
¢ detto che XY sia integrabilem

'E sufficiente considerare Y = X con X € L'\ L%
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Notiamo anche che se X e Y sono variabili aleatorie indipendenti, lo sono anche ¢(X) e
¥(Y'), qualunque siano le applicazioni misurabili ¢, 9. In particolare, se ¢, 1) sono funzioni
reali misurabili e limitate, si ha E(p(X)¥(Y)) = E(p(X)) E(¥(Y)).

1.4.3. MISURA PRODOTTO E TEOREMA DI FUBINI. Dati due spazi di misura
(E1, &1, 1), (Ea, &2, pug) finiti o o-finiti, esiste un’unica misura p = p1 ® pe sullo spazio
prodotto (Eq X Ea, £1®&2), detta misura prodotto, con la proprieta u(Ax B) = p1(A)pz(B)
perogni A € &, e B € 52E| Se F1 = E5 = R e le misure puj, po sono assolutamente
continue, con densitad rispettive fi, fa, la misura prodotto é anch’essa assolutamente
continua, con densita f(z1,z2) := f1(z1) - fo(x2). Questi risultati si estendono al prodotto
di un numero finito di spazi.

Richiamiamo ora il Teorema di Fubini. Siano u; e po misure o-finite su (F1,&1) e
(B9, &) rispettivamente e sia p := p1 @9 la misura prodotto. Sia f : (E1 X Es, E10&) — R
una funzione reale misurabile. Se f ¢ p-integrabile (cio¢ [ By x By |fldp < o0), oppure se
f >0, vale che

/EleQfdu = /E1 < v f($1,$2)ﬂ2(dx2)>ul(dxl)
- /152< . f(l'l,l'Q)Ml(dCCl))MQ(dxz)'

EsErc1zIo 1.7. Si dimostri la formula E(Y) = [;°P(Y > t) d¢, valida per ogni variabile
aleatoria reale positiva Y. [Sugg.: Sinoti che Y (w) = [~ Lizcy (w)y dt.]

(1.6)

Date due variabili aleatorie X, Xy definite su (€2, F,P) a valori rispettivamente in
(E1,&1), (E2, &), indichiamo le loro leggi con px,, px,. La coppia X = (X1, X2) ¢ una
variabile aleatoria a valori in (E1 x F2, & ® &), la cui legge indichiamo con px. E facile
vedere che X e X5 sono indipendenti se e soltanto se pux = pux, ® px,. Lo stesso vale per
un numero finito di variabili aleatorie X7, ..., X,, a valori negli spazi (F;, &;): le variabili
sono indipendenti se e soltanto se la loro legge congiunta su (x}'_, E;, @ ,&;) & data dal
prodotto delle leggi marginali.

1.4.4. SUCCESSIONI INDIPENDENTI. E noto che, assegnata un’arbitraria successione
di probabilita {uy, }nen su R, esiste un opportuno spazio di probabilita (2, F,P) su cui &
definita una successione { X, }nen di variabili aleatorie reali indipendenti tali che la legge
di X, sia . Una costruzione tipica ¢ richiamata nella sezione

1.4.5. LEMMA DI BOREL-CANTELLI. Data una successione di eventi {A,, },en di
uno spazio di probabilita (2, F,P), si definisce I’evento

limsup A4,, = ﬂ UA” = {weQ: we A, per infiniti n} = {ZlA":OO}-

n—o00 keN n>k neN

Si ha allora l'utilissimo

L unicita segue dal fatto che gli insiemi della forma A x B, al variare di A € £&; e B € &2, costituiscono
una base di &1 ® &o.
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LEMMA 1.8 (BOREL-CANTELLI). Sia {Aj}neny una successione di eventi di uno
spazio di probabilita (€2, F,P).

e Se ) nP(A,) < oo, allora P(limsup,, ., As) = 0.
eSe) nP(An)=cce 1noltre se A; e Aj sono indipendenti per ogni i # j, allora
P(limsup,, ,o Apn) =

ESERCIZIO 1.9. Se { X, }nen sono variabili aleatorie i.i.d. con X,, ~ Exp(\), allora q.c. si
ha limsup,,_,., X,/logn = A~1.

1.4.6. CONVOLUZIONE. Date due probabilita y, v su R? e due variabili aleatorie X e Y indipendenti,

le cui leggi siano rispettivamente p e v, la convoluzione di p e v, indicata con p*v, é per definizione la legge

della variabile aleatoria X + Y. Per ogni insieme A boreliano di R? si ha u* v(A) = Jpa m(A—y)v(dy) =

Jpa V(A —y)p(dy), che mostra tra P'altro come u * v dipenda solo da p e v e non dalle variabili X e Y.

Il caso piu importante & quello in cui le leggi p e v siano assolutamente continue, con densita

rispettivamente f e g. In questo caso la legge di p * v é anch’essa assolutamente continua, con densita
= [aa J( )9(y)dy = [ra 9(z — y) f(y)dy, detta convoluzione di f e g e indicata con h = f * g.

1.5. NOZIONI DI CONVERGENZA

1.5.1. CONVERGENZA DI MISURE. Sia (F,B(E)) uno spazio metrico, con distanza
d(-,-), munito della o-algebra boreliana. Il caso tipico ¢ dato da R? con la distanza

indotta dalla norma euclidea: d(z,y) = |z —y| = Zle(xi — y;)?. Data una successione
di probabilita {p, tnen su E, si dice che essa converge debolmente verso la probabilita
p su E se per ogni funzione f : E — R continua e limitata si ha che [ fdu, — [ fdp.
Sebbene esistano altre nozioni di convergenza per successioni di misure, questa ¢ la piu
importante e sara 'unica che considereremo.

1.5.2. CONVERGENZA DI VARIABILI ALEATORIE. Consideriamo una famiglia di
variabili aleatorie Xy, : (Qp, Fpn, Pr) — (E,B(E)),pern € Ne X : (Q, F,P) = (E,B(E)),
definite non necessariamente sullo stesso spazio di probabilita, ma tutte a valori nello
stesso spazio metrico E.

e Diremo che la successione { X, },cn converge in legge (o in distribuzione) verso
X se la successione delle leggi px, di X, converge debolmente verso la legge px
di X. Usando la formula del cambio di variabili (Teorema , cid & equivalente
a richiedere che E,(f(X,)) — E(f(X)) per ogni funzione f : E — R continua e
limitata.

Supponiamo ora che le variabili aleatorie { X}, },en, X siano tutte definite sullo stesso
spazio di probabilita (2, F,P) e assumano valori nello spazio metrico (E, B(E)).

e Diremo che la successione {X,,},en converge in probabilita verso X se per ogni
e > 0 si ha che P(d(X,,X) >¢) = 0.
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e Diremo che la successione { X, },en converge quasi certamente (g.c.) verso X se
esiste A € F con P(A) = 1 tale che per ogni w € A si ha X, (w) - X(w), cioé
d(Xp(w), X (w)) — 0.

Consideriamo infine il caso in cui le variabili aleatorie { X, }nen, X siano definite sullo
stesso spazio (€, F,P) e assumano valori in R?.

e Diremo che la successione {X,, },en converge verso X in LP se | X,, — X||, — 0, cioé
se E(|X,, — X|P) = 0, dove | - | indica la norma euclidea su R¢.

Si noti che, essendo || X, — X||; < [|Xn, — X||p se p > ¢ (Jensen), la convergenza di
X, verso X in LP implica quella in L9. Dalla disuguaglianza triangolare si ha inoltre che
N1 Xnllp — 11 X]p| < || Xn — X]|p, da cui si ricava che la convergenza in LP implica quella
del momento p-esimo. In definitiva,

X, — X in LP — E(|X,|%) — E(]X]?), perognil<g<p. (1.7)

PROPOSIZIONE 1.10. Date le variabili aleatorie X,,, X a valori in uno spazio metrico
FE, valgono le seguenti relazioni:

e se X,, — X q.c., allora X,;, = X in probabilita;
e se X,, — X in LP, allora X,, — X in probabilita;

e se X,, — X in probabilita, allora esiste una sottosuccessione {nj}ren tale che
X, — X q.c;

e se X, — X in probabilita, allora X,, — X in legge.

DIMOSTRAZIONE. Se X,, — X q.c., si ha d(Xp, X) — 0 q.c. e dunque 1ygx, x)>e} — 0
q.c., per ogni € > 0. Per convergenza dominata si ottiene dunque P(d(X,,X) > ¢) =
E(1{a(x,,x)>e}) = 0, poiché [1¢4x, x)>e3| < 1. Di conseguenza X, — X in probabilita.

Supponiamo ora che X,, — X in LP. In questo caso E = R? e d(z,y) = |z — y|.
Applicando la disuguaglianza di Markov, si ha P(d(X,,X) >¢) = P(|X,, — X| > ¢) <
e PE(]X,, — X|P) — 0 per ogni ¢ > 0, dunque X,, — X in probabilita.

Facciamo ora l’'ipotesi che X,, — X in probabilita. Fissiamo arbitrariamente una
successione {ej }ren positiva e infinitesima, per esempio e, := % Per ogni k fissato si ha
P(d(X,, X) > er) — 0 per n — oo, quindi possiamo definire nj come il pit piccolo valore
di n € N per cui P(d(X,,X) > ¢;) < 2% Per costruzione ), .y P(d(Xy,, X) > &) <
> keN 2% < 00, quindi per il Lemma di Borel-Cantelli si ha che q.c. d(X,,,X) <¢ep = %
per k grande, da cui segue che d(X,,,X) — 0 q.c. per ¥ — oco. Abbiamo dunque
determinato una successione (ny)gen per cui X,, — X q.c..

Supponiamo infine che X,, — X in probabilita e sia f : F — R una qualunque
funzione continua e limitata. Vogliamo mostrare che E(f(X,)) — E(f(X)), da cui
segue che X, — X in legge. Per un argomento classico (vedi Lemma piu giu), &
sufficiente mostrare che per ogni sottosuccessione {ny }ren esiste una sotto-sottosuccessione
{n.}ren tale che E(f(X,;)) — E(f(X)). Visto che per ipotesi X, — X in probabilita,
anche X, — X in probabilita. Per quanto visto sopra, possiamo dunque estrarre una
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sottosuccessione {n) }ren di {ng}ren tale che XnL — X q.c.. Di conseguenza anche
f(Xn;c) — f(X) q.c., perché f ¢é continua, e la convergenza E(f(Xn;{)) — E(f(X)) segue
dal teorema di convergenza dominata, poiché f é limitata. O

LEMMA 1.11. Sia {2, },en una successione in uno spazio topologico E. Supponiamo
esista T € E con la seguente proprieta: per ogni sottosuccessione {x,, }ren esiste una
sotto-sottosuccessione {:L'n;c tren di {zp, }ren che converge verso Z. Allora la successione
completa {x, },en converge verso T.

DIMOSTRAZIONE. La convergenza di {z, },en verso T significa per definizione che per
ogni aperto A 5 T esiste ng < oo tale che xz,, € A per ogni n > ng. Da cid segue che,
se {zn nen non convergesse verso T, esisterebbe un aperto A 3 7 tale che z,, ¢ A per
un insieme infinito di indici {ny }ren, che possiamo supporre crescente; ma allora dalla
sottosuccessione {xy, }ren non si potrebbe estrarre nessuna sotto-sottosuccessione che
converge a T, contro l'ipotesi. O

COROLLARIO 1.12. Siano X,{X,},en variabili aleatorie reali tali che, per ogni
sottosuccessione di { X}, },en, € possible estrarre una sotto-sottosuccessione che converge
a X in LP (risp. in probabilita). Allora { X}, },en converge a X in LP (risp. in probabilita).

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente applicare il Lemma alla successione { X, }nen € LP,
oppure alla successione reale || X,, — X||, (risp. alla successione reale P(d(X,, X) > ¢),
per € > 0 fissato). O

OssERVAZIONE 1.13. Consideriamo uno spazio di probabilita (2, F,P) per cui le nozioni di convergenza
in probabilitd e convergenza q.c. siano distinte, su cui si possa cioé definire una successione di variabili
aleatorie { X, }nen che converge in probabilitd ma non converge q.c. (& il caso tipico di uno spazio di
probabilita senza atomi)ﬂ La Proposizione e il Lemma mostrano che in questo caso non esiste
nessuna topologia sullo spazio delle variabili aleatorie definite su (2, F,P) che induca la nozione di
convergenza quasi certa. Infatti, grazie alla Proposizione [[.10} sappiamo che da ogni sottosuccessione di
{Xn}nen si pud estrarre una sotto-sottosuccessione che converge q.c.; se la convergenza q.c. fosse indotta
da una topologia, per il Lemma si dovrebbe avere che l'intera successione { X, }nen converge q.c.,
cosa che abbiamo escluso per ipotesi.

La convergenza in probabilita é invece indotta da una topologia, anzi da una pseudometricaﬂ
introducendo la pseudodistanza 6(X,Y") := E(|X —Y|/(1+|X —Y|)) tra variabili aleatorie, non ¢ difficile
vedere che X,, — X in probabilita se e solo se §(X,, X) — 0. O

1.5.3. ULTERIORI OSSERVAZIONI. Se X, — X in legge e lo spazio d’arrivo ¢ polacco (cioé metrico
completo e separabile), & possibile definire su un opportuno spazio di probabilita (€2, F,P) variabili
aleatorie {Xn}{neN} e )Z', con la stessa legge rispettivamente di X,, e X, tali che Xn— X q.c. (teorema
di Skorokod).

Date leggi pin, p su R con funzioni di ripartizione rispettivamente F,(-), F(-), la convergenza debole
di pn verso p @ equivalente alla convergenza di F,(x) verso F(z) per ogni z € R in cui F(-) & continua.

Ricordiamo infine I’enunciato del Teorema Limite Centrale: se { Xy, }recn € una successione i.i.d. di
variabili aleatorie reali con E(X,) = 0, E(X2) = 1, allora P(X; + ...+ X, < zv/n) — ®(x) per ogni

fSe (2, F,P) & uno spazio di probabilita in cui € ¢ un insieme numerabile, ¢ facile vedere che ogni
successione convergente in probabilita converge anche q.c..
Per la definizione di spazio pseudometrico, si veda il paragrafo del capitolo
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z € R, dove ®(-) indica la funzione di ripartizione della legge normale standard (si noti che ®(-) & continua
in ogni x € R). Possiamo dunque riformulare il Teorema Limite Centrale nel modo seguente: la legge
della variabile aleatoria (X1 + ...+ X,,)/4/n converge debolmente verso la legge normale standard.

1.6. FUNZIONI CARATTERISTICHE

Data una vettore aleatorio X in R? e detta p la sua legge, la funzione caratteristica (o
trasformata di Fourier) di u (o, per estensione, di X) ¢ la funzione fi : RY — C definita da

() = B = [ 0an),
]Rd

dove ricordiamo che (a,b) := Z?Zl a;b; indica il prodotto scalare standard su R%. E facile
verificare che ji(+) & una funzione uniformemente continua su R¢ e che |f(-)| < 1.

Le proprieta fondamentali delle funzioni caratteristiche sono le seguenti:

e La funzione caratteristica identifica la legge, cioé se due leggi u, v su R? sono tali
che ji(¥9) = () per ogni ¥ € R?, allora pu = v.

e Siano Xi,..., Xy variabili casuali reali, con legge rispettivamente pq, ..., tq; in-
dichiamo con g la legge del vettore aleatorio (X1, ..., Xy) su R% Allora le varia-
bili Xi,..., Xy sono indipendenti se e solo se () = fi1(¥1) - - fin(¥4) per ogni
9 = (1,...,94) € R4

e Se una successione { i, fnen di leggi su R? converge debolmente verso la legge u, si
ha naturalmente [, () — () per ogni ¥ € RY.

Viceversa, se fin () — () per ogni ¥ € R? e se 1(-) & continua in zero, allora (-) & la funzione

caratteristica di una probabilita p su R? e u,, — u debolmente (teorema di convergenza di Lévy).

1.7. LEGGI NORMALI

1.7.1. LEGGI NORMALI UNIVARIATE. Dati € R e o € (0,00), la legge normale
(o gaussiana) di media p e varianza o2, indicata con N(u,0?), & la probabilita su R
assolutamente continua con densita

1 N Ca
(& 202

flz) =

2mo

Si verifica che effettivamente la media e la varianza di questa legge valgono rispettivamente

i e o2, mentre la funzione caratteristica vale

/ eiﬁxf(w) dr = eii?,uf%02192
R

fSe X1,...,Xq sono indipendenti, ¢ immediato verificare che [i(9) = fi1(91) - - - fin(94) per ogni ¥ € RY:
questo mostra che fi1(91) - - - fin (9a) & la funzione caratteristica della legge prodotto p1 ®- - -®puq. Viceversa,
se supponiamo che (0) = fi1(91) - - - fin(¥4) per ogni ¥ € R?, dal fatto che la funzione caratteristica
identifica la legge segue che p = 1 ® - -+ ® pq, dunque X1, ..., X4 sono indipendenti.
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Una variabile aleatoria reale X ¢ detta normale di media ;1 € R e varianza 02 > 0, e
scriveremo X ~ AN (i, 0?), se lo ¢ la sua legge, cioé se

E(e"X) = eh-3", (1.8)

Per estensione, quando ¢? = 0 definiremo la legge N'(u,0) come la misura di Dirac
concentrata nel punto . Analogamente, per una variabile aleatoria X scriviamo X ~
N(p,0) se P(X = p) = 1. Si noti che media, varianza e funzione caratteristica sono
consistenti con la notazione. Quando 1 = 0 e 0? = 1 parleremo di legge normale standard.

Se X ~ N (p,0?), allora aX + b ~ N(ap + b,a%0?), come si verifica facilmente.

Se X ~ N (uz,02) e Y ~ N(py, 02) sono variabili aleatorie indipendenti, per u,v € R
si calcola facilmente usando (|1.8)

E(eiﬂ(ux+vy)) = E(e"X) E(e“%y) — Wupa—59%u 07 idvopy— 5970 oy
)

da cui segue che uX +vY ~ N (upiz+vpiy, uQJg—l—an;). Analogamente, se X1, ..., X, sono
variabili aleatorie indipendenti con X; ~ N (u;, 02), per ogni u € R™ si ha che Y1 | u; X; ~
NP uipi, Yo u?o?). Questo mostra in particolare che ogni combinazione lineare di
variabili normali indipendenti &€ normale.

1.7.2. LEGGI NORMALI MULTIVARIATE. Un vettore aleatorio X = (Xi,...,Xy)
a valori in R? & detto normale (o gaussiano) se ogni combinazione lineare (u,X) :=
Z?:l u; X; delle sue componenti, dove u € R?, ¢ una variabile aleatoria reale normale.
Una probabilita su R? ¢ detta normale se ¢ la legge di un vettore aleatorio normale.

Un esempio importante: se Xy, ..., Xy sono variabili aleatorie reali normali indipendenti,
allora X = (X1,..., X)) & un vettore aleatorio normale: infatti, come abbiamo visto, ogni
combinazione lineare delle variabili X1, ..., X, & normale.

In generale, se X = (X71,...,Xy) ¢ un vettore aleatorio normale, segue dalla definizione
che ciascuna componente X; € una variabile aleatoria reale normalem In particolare,
X; € L? e sono dunque ben definiti il vettore media p = E(X) = (E(X1),...,E(Xy))
e la matrice delle covarianze K;; = K(X);; := Cov(Xj;, X;) di X. Diremo allora che il
vettore aleatorio X su RY (e, per estensione, la sua legge) ¢ normale di media j e matrice
delle covarianze K e scriveremo X ~ N(u, K). La funzione caratteristica di X si calcola
facilmente: per definizione (¥, X) ¢ una variabile aleatoria reale normale, per ogni 9 € RY,

per cui applicando (|1.8)) si ottiene
E(0X)) = G B0.X)) =3 Var(0,X)) — i) =3 (0,K9) (1.9)
poiché E((9, X)) = (9, u) e Var((9, X)) = (J, K9). Questo mostra che, se un vettore

aleatorio X é normale, la sua funzione caratteristica (e dunque la sua legge) & determinata
dal vettore media p e dalla matrice delle covarianze K.

11 viceversa non & vero. Ad esempio, se X e o sono variabili aleatorie reali indipendenti con X ~ A (0,1)
eP(c=+41)=P(c=-1)= 3, alloraY := X ~ N(0,1) ma (X,Y) non & un vettore normale, perché
X 4+Y = (1+0)X non ¢ normale (infatti P(X +Y = 0) = P(c = —1) = 1). Di conseguenza, X e Y non
sono indipendenti, ma Cov(X,Y) =0 (cf. il Lemma.
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Mostriamo ora che, per ogni pu € R? e per ogni matrice K d x d simmetrica e semi-
definita positiva, & effettivamente possibile costruire un vettore aleatorio X ~ N (u, K).

Consideriamo innanzitutto d variabili aleatorie reali Z1, ..., Z; indipendenti, ciascuna
normale standard. Introducendo il vettore Z = (Zy, ..., Zg), per ¥ € R¢ si ha
d d
E(ei(ﬁ,Z)) _ H i Z H —10% _ 221 1 9% — 7%@ 9 (1.10)
i=1 i=1

Questo significa, in base a , che Z ~ N(0,1,), dove I; indica la matrice identita:
(1q)ij := 655 per 1 < i,j < d. Si dice che Z & un vettore aleatorio normale standard.

Data una matrice K simmetrica d x d e semi-definita positiva, essa ammette, per
il teorema spettrale, una base ortonormale {v1,...,v4} di autovettori: (v;,v;) = &;; e
Kv; = \jv;, dove A; > 0 perché K ¢é semi-definita positiva. Ricordiamo che A* indica la
trasposta della matrice A. Definendo loperatore lineare K1/2 tramite K/2v; := /Nuv;, si
verifica facilmente che K12 = (K'/2)* ¢ K'/2(K'/?)* = (K'/?)2 = K. Se ora poniamo
X := K'Y2Z + p, cioe X; := Z;.l:l(Kl/z)iij + i, grazie a si ha

B(ei0-X)) = i) B(ilV/2)0.2)y — it =3 (K2 0,(KY2)0) _ it —(0.K9)

Grazie a ((1.9)), si ha dunque che X ~ N (u, K).

1.7.3. PROPRIETA DELLE LEGGI NORMALI. Segue immediatamente dalla definizione
che una trasformazione affine di un vettore normale ¢ ancora un vettore normale (ogni
combinazione lineare delle componenti di Y & normale perché si puod scrivere come una
costante pitt una combinazione lineare delle componenti di X, che ¢ normale per ipotesi).
Piil precisamente, sia X ~ N (p, K) un vettore aleatorio normale in R? e sia Y := AX +b,
con A matrice reale m x d e b € R™; dalla legge di trasformazione di media e matrice

delle covarianze segue allora che Y ~ N(E(Y), K(Y)) = N(Au + b, AKA*)E

Esponiamo ora una proprieta fondamentale delle variabili normali. Supponiamo che
X, Y siano due variabili aleatorie reali normali tali che il vettore aleatorio bidimensionale
(X,Y) sia normale. Diremo in questo caso che X e Y sono congiuntamente normali. Allora
X eY sono indipendenti se (e solo se) sono scorrelate, cioé se (e solo se) Cov(X,Y) = 0.
Infatti in questo caso la matrice di covarianza K del vettore (X, Y') ¢ diagonale. Ricordando
la relazione , possiamo allora scrivere

E(ei(191X+192Y)) _ ei(ﬁl,uXJrﬁg,uy) 7%(Var(X)19%+Var(Y)19§) _ E(eiﬁlX) E(eiﬁgY) 7

e

e 'indipendenza segue dalle proprieta delle funzioni caratteristiche. L’estensione al caso
in cui le variabili siano piu di due é immediata.

"In alternativa, si pud mostrare che Y ~ N (Au + b, AKA*) direttamente dall’equazione (I.9): per
ogni ¥ € R™ si ha infatti (J,Y) = (9,b) + (A", X) e possiamo scrivere

E(gi(ﬂ,Y)) — i(0b) E(gi(A*ﬂ,X)) _ ei(ﬂ,b>6i<A*19,u>7%(A*ﬂ,KA*ﬂ) _ 6i<19,Au+b)f%(19,AKA*19> )
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LEMMA 1.14. Date Xq,..., X, variabili aleatorie reali congiuntamente normali, tali
cioé che il vettore aleatorio X = (X1,...,X,) a valori in R” sia normale, esse sono
indipendenti se e solo se sono scorrelate, cioé¢ Cov(X;, X;) = 0 per ogni i # j.

Sottolineiamo che questa proprietd in generale non ¢ valida se le variabili normali

X1,...,X, non sono congiuntamente normali.
Il Lemma puo essere riformulato nel modo seguente: dato un vettore aleatorio
normale X = (X1,...,X,) avalori in R", le sue componenti X7, ..., X, sono indipendenti

se e solo se la matrice di covarianza di X ¢ diagonale, cio¢ K;; = 0 per ogni i # j.

OSSERVAZIONE 1.15. Si puo estendere il Lemma al caso in cui Xi,..., X, siano vettor: aleato-
ri congiuntamente normali. Piu precisamente, supponiamo che {X; = (Xi1,...,X;4,)}i=1,...,n siano
vettori normali in R%, con d; € N, tali che X = {Xij}ti=1,....n, j=1,..4; sia un vettore normale in
Rét+Fdn  Allora X1, ..., X, sono indipendenti se e solo se le rispettive componenti sono scorrelate, cioé
Cov(Xi,a, Xj,5) =0 per ogni ¢ # j e per ogni 1 < a < d; e 1 <b < dj. Sottolineiamo che non si richiede
che Cov(X,a, Xip) = 0. O

Se X ~ N (p, K) & un vettore aleatorio normale in R?, nel caso in cui det(K) # 0 il
vettore X & assolutamente continuo con densita

1
(2m) 472\ /Tdet (K|

fx(aj‘) = 67%<17N:K_1(w*/‘)> , (111)

come segue dalla gia menzionata rappresentazione X = K27 4 y con Z ~ N(0, 1),
applicando la legge di trasformazione fy () = | det(K)|™*/? fz(K~1/?(z—p)) e osservando

che fz(z) = (277)*‘1/26_%“’2)

Enunciamo infine un utile risultato di convergenza.

PROPOSIZIONE 1.16. Sia {X,,},cn una successione di vettori aleatori che converge in
legge verso un vettore aleatorio X. Se X, ¢ normale per ogni n € N, X, ~ N (un, Kp,),
allora anche X é normale, X ~ N (u, K), e si ha p = limy, 00 ptn, € K = limy, 00 K.

DIMOSTRAZIONE. Se lo spazio di arrivo di X,, e X ¢ RY, fissiamo arbitrariamente u € R?

e poniamo Y, := (u, X,,) e Y := (u, X). Segue dalle ipotesi che Y,, ~ N (v,,02), con

Un = (u, ) e 02 = (u, K,u). Inoltre Y;, — Y in legge, come si verifica immediatamente.

Indicando con ¢() := E(e?”Y) la funzione caratteristica di Y, dalla relazione (T.8) si ha
i, — 19202

lim e 2V = p(v), per ogni ¥ € R. (1.12)

n—oo

Prendendo i moduli, si ottiene che e=?"77/2 — |o(19)| per ogni ¥ € R. Se la successione

2 non fosse limitata, esisterebbe una sottosuccessione che diverge e si avrebbe |o(¥)| =

On

fSe X & un generico vettore aleatorio (non necessariamente normale) con matrice delle covarianze
singolare, ossia det(K (X)) = 0, allora X non ¢ assolutamente continuo. Basta infatti considerare u # 0
tale che Ku = 0 e si ha E({u, (X — E(X)))?) = (u, Ku) = 0, da cui segue che q.c. X — E(X) appartiene
al sottospazio ortogonale a u.
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1;01(¥9), che non & possibile perché ¢(-) ¢ una funzione continua. Questo mostra che la
successione o2 ¢ limitata. Dato che e~on/2 ©(1) > 0, passando ai logaritmi si ottiene
che 02 — 0% := —2log (1) € [0,00), dunque o2 ha limite finito.

Mostriamo ora che anche la successione v, ¢ limitata. In caso contrario, dovrebbe
esistere una sottosuccessione v, — oo (il caso v,, — —oo ¢ analogo). Indichiamo
con f,(-) una funzione continua e limitata tale che 1,11 ) < fo < 1 o0); Per esempio,
possiamo scegliere fo(7) := (z — @)1jq44+1)() + ljg41,00) (7). Dalla convergenza debole
di Y}, verso Y segue che E(f,(Y;)) = E(fo(Y)) per ogni a € R. Ma se v, > a+ 1 si
ha E(f.(Yy,)) > E(l[a“m)(Ynk)) =P, >a+1)>PY,, >v,)> L (si ricordi che

Yo, ~ N (vn,,02,)). Daltro canto E(fo(Y)) < E(1, 0)(Y)) = P(Y > a)72da cui si ottiene
P(Y > a) > 1 per ogni a € R e dunque P(Y = 400) = limyy—00 P(Y > m) > 3, che &
impossibile.

La successione v, é dunque limitata. Se consideriamo due arbitrarie sottosuccessioni
convergenti v,, — v’ e v,» — V", dalla relazione e dal fatto che 02 — 02 € [0, 0)
segue che e L= e per ogni ¥ € R; derivando rispetto a ¥ e ponendo ¥ = 0 si ottiene
allora v/ = /. Questo mostra che ogni sottosuccessione convergente di v, ha lo stesso

limite, quindi I'intera successione v, converge verso un limite finito, che chiamiamo v.

Infine, ora che sappiamo che v, — v € (—o0, +0) e 02 — 02 € [0,00), segue dalla
relazione che BE(e) =: o(0)) = e?*=7°7*/2 ossia Y ~ N (v, 02). Ricordando che
Y := (u, X) e u € R? & arbitrario, segue che X & un vettore normale.

Abbiamo mostrato che E({u, X)) = lim, 0o E({(u, X,,)) per ogni u € R, da cui
segue in particolare E(X®) = lim,_,o E(XT(Li)) per ogni i = 1,...,d. Analogamente,
sappiamo che Var({u, X)) = lim,,_, Var((u, X,,)) per ogni u € R%; dato che Cov(Z, W) =
+(Var(Z + W) — Var(Z — W)) per ogni coppia di variabili aleatorie Z, W € L?, segue che
Cov(X®, X0 = limy,_,00 Cov(XY), X)) per ogni i,j =1,....d. 0

1.8. QUESTIONI TECNICHE

1.8.1. CrassI p1 DyYNKIN. A differenza di quanto accade con la topologia, la o-algebra & = o (1)
generata da una famiglia I non ammette una descrizione esplicita. Si potrebbe pensare di considerare
la famiglia I contenente gli elementi di I, i loro complementari e le loro unioni numerabili, ma non é
detto che I sia una o-algebra. Aggiungendo agli elementi di I™) i loro complementari e le loro unioni
numerabili, si ottiene una famiglia pitt ampia 1@ e iterando la procedura si definisce 1™ per n € N.
Chiaramente IV C 1 C ... esi potrebbe sperare che o(I) = ™ per qualche n € N, o per lo meno che
o(I) = U,en I™  Purtroppo questo & falso in generale: per esempio, quando E = R e I ¢ la famiglia degli
intervalli aperti, o(I) & strettamente pitt grande di U,,cy ™ (cf. la fine della sezione 2 nel capitolo 1 in
|Billingsleyl, |1995|, pagg. 30 e seguenti).

Non essendo disponibile una descrizione esplicita degli elementi di £ = o(I), si rendono necessarie
tecniche per dimostrare che una certa proprieta é verificata per ogni elemento di £. Dato un insieme FE,
una famiglia D C P(FE) di parti di E ¢ detta una classe di Dynkin (o anche classe monotona) se contiene
FE e se é chiusa per unioni numerabili disgiunte e per passaggio al complementare:

AeD = A°€D; A, €DVREN, AinAj=0sei#j = |JA,€D.

neN
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Una definizione alternativa equivalente é che, oltre a contenere E, la classe D sia chiusa per differenze
proprie e per unioni numerabili crescenti, cioé

A, BeD, ACB = B\ AeD; A €DVNEN, Ay CAnpr = | J An€D.

neN

Si ha allora il seguente risultato (cf. §A1.3 in [Williams| 1991]).

LEMMA 1.17 (DYNKIN). Sia D una classe di Dynkin su un insieme F e sia I C P(E) una famiglia
chiusa per intersezioni finite. Se D contiene I, allora D contiene o (I).

Di conseguenza, per dimostrare che una certa proprieta é soddisfatta da tutti gli elementi di una o-algebra
&, si dimostra innanzitutto che gli insiemi che hanno questa proprieta formano una classe di Dynkin,
quindi si mostra che questa proprieta ¢ soddisfatta dagli elementi di una base I di £.

Ricordiamo infine il lemma di misurabilita di Doob (cf. Problem 13.3 in |Billingsley| [1995]).

LEMMA 1.18. Siano X : (E,€) — (F,F) e Y : (E,&) — R? applicazioni misurabili e sia o(X) la
o-algebra su E generata da X. L’applicazione Y & misurabile rispetto a o(X) se e soltanto se esiste
un’applicazione misurabile g : (F, F) — R tale che Y = g(X).

1.8.2. COSTRUZIONE DI SUCCESSIONI INDIPENDENTI. Mostriamo che é sempre possibile costruire
una successione di variabili aleatorie reali indipendenti con leggi assegnate {ux}ren. Utilizzeremo come
spazio di probabilita ([0, 1), B[0,1), dz), dove dz indica la misura di Lebesgue. Per w € [0, 1), indichiamo
con Yy, (w) I'n-esima cifra nello sviluppo in base due, cioé w = 0.Y1(w)Y2(w)Y3(w) ... con Y, (w) € {0,1};
nei casi ambigui, per es. 0.01 = 0.1, scegliamo lo sviluppo finito. Pitl precisamente, poniamo per w € [0,1)

271—1
Yn(w) = Z 1[21;;172275)((4)).
k=1

E facile verificare che le variabili aleatorie {Yx }nen sono indipendenti e hanno la stessa legge P(Y,, =
0)=PY,=1)= % Essendo Y,, I'n-esima cifra nello sviluppo in base due, si ha che per ogni w € [0,1)

oo

- Yy (UJ) PN Yy .
Z o = W) cioé o = id,
n=1 n=1
dove id indica I'identita su [0, 1). In particolare, la variabile aleatoria Z := 3" _ 3= & uniformemente

distribuita su [0, 1), cioé ha come legge la misura di Lebesgue su [0, 1).
Indicando con {p;}ien la successione dei numeri primi, poniamo per k € N

oo

Yipon
Xi o= 7; —
Per k fissato, le variabili {Y(,,)n }nen sono i.i.d. con legge marginale P(Y(,,yn = 0) = P(Y(p,)n = 1) = 3,
esattamente come la successione originale {Yy }nen. Di conseguenza, la variabile X} ha la stessa legge

della variabile Z, cioé & uniformemente distribuita sull’intervallo [0,1). (Si noti che non & vero che

> Y(;’;)n = id.) Dato che, per p, p’ primi distinti, le successioni {p"}, e {(p')"} sono disgiunte, segue
che per ki, ..., k, distinti le variabili {Xk,, ..., Xk, } sono indipendenti (intuitivamente, sono costruite a
partire da famiglie disgiunte di variabili Y;). Di conseguenza abbiamo costruito una successione { Xy }ren
di variabili aleatorie reali indipendenti, ciascuna con legge uniforme sull’intervallo [0, 1).

Infine, basta osservare che una variabile aleatoria reale con legge assegnata u si pud sempre ottenere
come immagine di una variabile aleatoria uniforme su [0, 1). Piu precisamente, se Z ¢ una variabile
aleatoria uniforme su [0,1) e se F(z) = pu((—oo,z]) ¢ la funzione di ripartizione di p, indicando con
G(y) := inf{z : F(z) > y} la pseudo-inversa di F(-), definita per y € [0,1), si verifica facilmente
che G(Z) & una variabile aleatoria con funzione di ripartizione F'(-), cioé con legge p. Se indichiamo
con Fj(-) la funzione di ripartizione di px e con Gi(-) la corrispondente pseudo-inversa, abbiamo che
{Wi := Gi(Yk)}ken & una successione di variabili aleatorie reali indipendenti con leggi marginali {g }ren.
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In questo capitolo sviluppiamo la trattazione matematica del moto browniano. Questo
processo prende il nome dal botanico scozzese Robert Brown, che nel 1827 descrisse il
movimento frenetico dei granelli di polline in sospensione nell’acqua. La teoria fisica del
moto browniano fu sviluppata all’inizio del ventesimo secolo indipendentemente da Albert
Einstein e Marian Smoluchowski, mentre i pionieri della trattazione matematica sono
stati Louis Bachelier, Norbert Wiener e Paul Lévy.

2.1. PROCESSI STOCASTICI

2.1.1. SPAZIO DELLE TRAIETTORIE. Abbiamo visto nel paragrafo E il prodotto
di un numero finito di spazi misurabili. Pitt in generale, ¢ possibile considerare il prodotto
di una famiglia di spazi misurabili {(E;, &;)}ier indicizzata da un insieme di indici T
arbitrario, anche infinito. Ci limitiamo per semplicita al caso fondamentale in cui tutti gli
spazi sono uguali a uno spazio fissato, ossia (E;,&;) = (F,€) per ogni i € I.

Dato uno spazio misurabile (E, &) e un insieme I, il prodotto cartesiano E' = x;c1E
¢ per definizione lo spazio delle funzioni definite su I a valori in E. Gli elementi di
ET saranno indicati con z = {z;}ier, dove z; € E per ogni i € I. Si dicono cilindrici
i sottoinsiemi di E! definiti specificando un numero finito di componenti, ossia quelli
della forma {z € Ef : 2y, € Ay, ..., @, € A;,}, al variare di k € N, 4y,...,9p € [ e
A, ..., A;, € & Indicata con C la famiglia dei sottoinsiemi cilindrici di ET, si definisce
o-algebra prodotto E1 = ®;c;€ la pitt piccola o-algebra su E! che contiene i sottoinsiemi
cilindrici, ossia &7 := ¢(C). Un’applicazione X = {X;}ies : (Q, F) — (BT, ET) & misurabile
se e solo se lo sono le singole componenti X; : (2, F) — (F, &) per ogni i € I, come si
verifica facilmente usando gli insiemi cilindrici.

2.1.2. PROCESSI STOCASTICI. Indichiamo con I un arbitrario insieme di indici (sara
tipicamente un sottoinsieme di R).

DEFINIZIONE 2.1. Una famiglia di variabili aleatorie {X;}:cs, definite sullo stesso
spazio di probabilita (£2, F,P) a valori nello stesso spazio misurabile (E, &), ¢ detta
processo stocastico (o semplicemente processo). Le leggi dei vettori (X, ..., Xy, ) su EF*,
al variare di k € Ne ty,...,t; € I, sono dette leggi finito-dimensionali del processo. Nel
caso in cui F =R (risp. E = R"), il processo stocastico & detto reale (risp. vettoriale).

Abbiamo visto sopra che un’applicazione a valori nello spazio prodotto (EI JET ) e
misurabile se e solo se lo & ciascuna componente. Di conseguenza, oltre che come famiglia
di variabili aleatorie, un processo stocastico X = {X;}er a valori in (F, &) pud essere
visto come un’unica variabile aleatoria X : (Q,F,P) — (E! ") a valori nello spazio

25
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prodotto (ET, &), che ¢ detto talvolta spazio delle traiettorie del processo X. Come
ogni variabile aleatoria, X induce sullo spazio d’arrivo (E!, £7) la sua legge px: questa
probabilita é detta legge del processo.

Se C ={r e FE: x4y € Ay,...,m, € Ax} ¢ un sottoinsieme cilindrico di EZ, si
ha px(C) = P(X € C) = P((Xy,,...,Xt,) € Ay x -+ X Ag), dunque la probabilita
wx (C) puo essere calcolata conoscendo le leggi finito-dimensionali di X. Ricordando che i
sottoinsiemi cilindrici sono una base della o-algebra £1, segue che la legge pux del processo
X sullo spazio delle traiettorie (E',ET) ¢ determinata dalle leggi finito-dimensionali di X .
(Per questa ragione, con il termine legge del processo X si indica talvolta la famiglia delle
leggi finito dimensionali.) In particolare, due processi X = {X;}er, X' = {X[}1er con lo
stesso insieme degli indici I e a valori nello stesso spazio (E, &) hanno la stessa legge se e
solo se hanno le stesse leggi finito-dimensionali.

2.1.3. PROCESSI GAUSSIANI. Un processo vettoriale X = {X;};es a valori in R?, con
X = (Xt(l), e ,Xt(d)), puod essere sempre visto come un processo stocastico reale a patto
di ampliare I'insieme degli indici: infatti basta scrivere X = {Xt(l)}(z‘,t)e{l,...,d}xl- Per
questa ragione, quando risulta conveniente, é possibile limitare la trattazione ai processi
reali, senza perdita di generalita. Questo € quello che faremo sempre nel caso dei processi
gaussiani, che ora definiamo.

DEFINIZIONE 2.2. Un processo stocastico reale X = {X;}1er € detto gaussiano se,
per ogni scelta di ¢1,...,t, € I, il vettore aleatorio (X;,,...,X},) & normale, cioé se
qualunque combinazione lineare finita delle X; & una variabile aleatoria normale.

I processi gaussiani costituiscono una generalizzazione dei vettori aleatori normali.
Si noti infatti che, quando I = {¢1,...,tx} € un insieme finito, un processo gaussiano
X ={X;}ter = (X4, - -, Xy,.) non & altro che un vettore aleatorio normale a valori in R¥.

Come per i vettori normali, dato un processo gaussiano X = {X;}+cs introduciamo le
funzioni media u(t) :== E(X}) e covarianza K (s,t) := Cov(Xs, X¢), ben definite in quanto
X, € L? per ogni t € I (perché?). Si noti che la funzione K(-,-) & simmetrica e semi-
definita positiva, nel senso seguente: per ogni scelta din € N, t1,...,t, € [ ediu € R" si
ha Y71y K (ti, tj)uiu; > 0; infatti {K;; := K(t;, 1) }1<i,j<n € la matrice di covarianza
del vettore (Xy,, ..., Xy, ). Si puo mostrare (non lo faremo) che, assegnate arbitrariamente
due funzioni p: I - Re K : I x I — R, con K simmetrica e semi-definita positiva, esiste
un processo gaussiano {X;}ier che ha p e K come funzioni media e covarianza.

Una proprieta fondamentale € che le leggi finito-dimensionali di un processo gaussiano
sono univocamente determinate dalle sue funzioni media p(-) e covarianza K(-,-). Questo
segue immediatamente dal fatto che ogni vettore della forma (X¢,,..., Xy, ) ¢ per defini-
zione normale a valori in R* e dunque la sua funzione caratteristica, espressa dalla formula
(L.9), ¢ una funzione del vettore (u(t1), ..., u(tg)) e della matrice {K;; := K (t;, ;) b1<ij<k-

Anche la proprieta basilare per cui variabili congiuntamente normali sono indipendenti
se e solo se sono scorrelate, cf. il Lemma[I.14] si estende ai processi gaussiani. Rimandiamo
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la formalizzazione precisa di questo risultato alla Proposizione [2.25] dopo che avremo
discusso la nozione di o-algebra associata a un processo.

2.2. IL MOTO BROWNIANO

Ricordiamo 1'Osservazione fissato uno spazio di probabilita (2, F, P), scriveremo “g.c.
[...]” come abbreviazione di “esiste A € F, con P(A) =1, tale che per ogniw € A [...]".

Definiamo ora il moto browniano, detto anche processo di Wiener, che costituisce
I'oggetto centrale di questo corso. Si tratta dell’esempio piu importante di processo
stocastico a tempo continuo. Esso puo essere visto come 'analogo a tempo continuo di
una passeggiata aleatoria reale con incrementi gaussiani. In effetti, come discuteremo piu
avanti, il moto browniano pud essere ottenuto come un opportuno limite di qualunque
passeggiata aleatoria con incrementi di varianza finita (cf. il sottoparagrafo .

DEFINIZIONE 2.3 (MOTO BROWNIANO). Sidice moto browniano qualunque processo
stocastico reale B = {Bi};c[0,00) che soddisfa le seguenti proprieta:

(a) Bo =0q.c;

(b) B ha incrementi indipendenti, cioé per ogni scelta di k >2e 0 <ty <t; <...<
ti < oo le variabili aleatorie {B;, — By, , }1<i<k sono indipendenti;

(c) B ha incrementi stazionari gaussiani centrati: pit precisamente, per ogni scelta
dit>s>0siha (B, — Bs) ~N(0,t — s);

(d) q.c. B ha traiettorie continue, cioé q.c. la funzione ¢ — By ¢ continua.

Nella definizione ¢ sottinteso lo spazio di probabilita (2, F,P) su cui é definito il
processo B, per cui si ha By = Bi(w) con w € €. La dipendenza da w verra quasi sempre
omessa, ma ¢ importante essere in grado di esplicitarla quando é necessario. Per esempio,
la proprieta (d)) si puo riformulare nel modo seguente: esiste A € F con P(A) =1 tale
che per ogni w € A la funzione ¢t — By(w) ¢ continua. Oltre a essere una richiesta molto
naturale dal punto di vista fisico, la continuita delle traiettorie é una proprieta di basilare
importanza anche da un punto di vista matematico (si veda il sottoparagrafo § .

Talvolta parleremo di moto browniano con insieme dei tempi ristretto a un intervallo
T = [0,¢0], dove ty € (0,00) ¢ fissato, intendendo naturalmente con cid un processo
{Bi}ter che soddisfa le condizioni della Definizione per ¢ ristretto a T.

Nella Figura sono mostrate tre traiettorie illustrative del moto browniano.

Veniamo ora al primo risultato fondamentale sul moto browniano, dimostrato per la
prima volta da Norbert Wiener nel 1923. A dispetto delle apparenze, si tratta di un
risultato non banale.

TEOREMA 2.4 (WIENER). Il moto browniano esiste.

Sono possibili diverse dimostrazioni di questo teorema. Un metodo standard, basato
su un teorema molto generale dovuto a Kolmogorov, consiste nel costruire sullo spazio
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I T T T T I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

F1GURA 2.1. Tre traiettorie simulate del moto browniano, ottenute mediante
interpolazione lineare e riscalamento diffusivo di 10* passi di una passeggiata
aleatoria con incrementi gaussiani (si veda il paragrafo . Le scale sui
due assi sono diverse.

delle traiettorie (RI%>) B(R)[:>)) la legge 1 del moto browniano, che ¢ identificata
univocamente dalla Definizione (cf. I'Osservazione pitt sotto). Questa costruzione
fornisce un processo che soddisfa le proprieta @), (]ED e della Definizione , e con
un’opportuna modificazione (cf. la Definizione nel capitolo |3|) si ottiene che anche
la proprieta @ sia soddisfatta (cf. per esempio , ) La dimostrazione che
presentiamo nel paragrafo 2.3] dovuta a Paul Lévy, ¢ certamente meno generale, ma ha il
pregio di essere molto esplicita e relativamente elementare.

OSSERVAZIONE 2.5. Supponiamo di rimpiazzare la condizione nella Definizione
con la richiesta pitt debole che gli incrementi siano soltanto stazionari, cioé che le variabili
Byi1, — Bsyp, € By — Bs abbiano la stessa legge per ogni s,¢,h > 0. Si puo allora mostrare
che il processo risultante & necessariamente della forma {aB; +0t }+c[0,5), dove {5 }1efo,00) €
un moto browniano secondo la Definizione[2.3]e a,b € R. In altri termini, a meno di fattori
di scala e addizione di una funzione lineare, il moto browniano & l'unico processo stocastico
nullo al tempo zero, con incrementi indipendenti e stazionari e traiettorie q.c. continue.
Si noti che la legge normale non é neppure menzionata in questa caratterizzazione! Per
una dimostrazione di questo risultato (non banale), si veda ad esempio il Lemma 1.8 nel
capitolo IX in [Asmussen, 2003|. O

2.2.1. PRIME PROPRIETA DEL MOTO BROWNIANO. Per cominciare, forniamo un’e-
spressione esplicita delle leggi finito-dimensionali del moto browniano.
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PROPOSIZIONE 2.6. Dato un moto browniano B = { B };¢[0,~0), il vettore aleatorio
(Biy,- - -, By,) avalori in R¥ & normale, per ognisceltadi k € Ne 0 < t; < ... <t} < oo.
Tale vettore & assolutamente continuo se e solo se se t; > 0, nel qual caso la sua densita
nel punto = = (x1,...,r;) € R ¢ data da

2 _ 2 _ 2
exp {—% P (f—l o)y ) )}
(2m)%/2 \/t1(ta — t1) - - (b — th—1)

(2.1)

k
ft(13..,tk (ﬂ,’l, c . ,xk) =

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo 0 < 1 < ... < t; < oo e poniamo Y; := By, — By, | per
i=1,...,k (con tg := 0). Per le proprieta e della Definizione il vettore Y :=

(Y1,...,Y%) ha componenti indipendenti e normali (pit precisamente Y; ~ N (0,¢; —t;—1)),
quindi Y & un vettore aleatorio normale. Dato che B, =Y; + ...+ Y}, segue che anche il
vettore aleatorio (B, ..., By, ), trasformazione lineare di Y, ¢ normale.

Se t; = 0 allora By, = 0 qg.c. per la proprieta @ della Definizione . Dato che se
un vettore aleatorio é assolutamente continuo lo é anche ogni sua componente, grazie al
Teorema di Fubini, segue che (By,, ..., B, ) non & assolutamente continuo.

Se t1 > 0, le variabili normali Y; ~ N(0,t; —t;—1) hanno varianze strettamente positive
e sono quindi assolutamente continue: fy; (y;) = (27(t; — t;_1))~"/2 exp(—3y2/(ti — ti—1)).
Essendo indipendenti, segue che il vettore Y = (Y1, ..., Yy) & assolutamente continuo con
densita fy (y1,...,yx) = Hle fv,(yi), ossia

1 k

1 v;
@02 it — ) () <_2Z t — t“) - 22

=1

Fy i, u) =

Ricordando che (By,, ..., By, ) = F(Y) con F lineare, la densita del vettore (By,, ..., By,)
si ottiene applicando la formula del cambiamento di variabili: dato che Y; = By, — By, |,
si ha det(F~1) = det(F) = 1 e ponendo y; = z; — x;_1 in (2.2) si ottiene (2.1)). O

OSSERVAZIONE 2.7. La Proposizione [2.6] mostra che la Definizione [2.3] determina le leggi
finito dimensionali del moto browniano (bastano anzi le proprieta @, (]ED e ) Infatti,
dalla relazione (2.1 e dal fatto che By = 0 q.c. segue che, per ogni scelta di k € N e

0<t <...<t<oo0, lalegge ,uglf)tk del vettore aleatorio (By,,...,By,) ¢ data da
(k) ft(lk,?..,tk (901, ce xk) dzq - --dxy, set; >0
Iutl,...,tk (dﬂ?l, Tt dxk) = . (23)

50((1.%’1) . ft(gli_}t)k ((L‘Q, ceey .CCk) dxg . -d.ka se t1 =0

Dato che le leggi finito-dimensionali determinano la legge di un processo, la Definizione[2.3
identifica univocamente la legge del moto browniano sullo spazio delle traiettorie RI°) . O

OSSERVAZIONE 2.8. Le proprieta @, @ e della Definizione sono proprieta delle
leggi finito dimensionali. Di conseguenza, affinché un processo X = {X;};>¢ sia un moto
browniano ¢ sufficiente (oltre che necessario) che le sue leggi finito-dimensionali siano
date da , e che q.c. abbia traiettorie continue. O
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Diamo ora una caratterizzazione alternativa del moto browniano di cruciale importanza.

TEOREMA 2.9. Un processo stocastico reale B = { B };¢[0,0c) ¢ un moto browniano
se e soltanto se ¢ un processo gaussiano di media nulla e di covarianza Cov(Bs, B;) =
min{s, ¢}, con traiettorie q.c. continue.

DiMOSTRAZIONE. Come nella dimostrazione della Proposizione [2.6] per ogni scelta di
0<t; <...<tp<ooponiamo Y] := By eY;:=B;, — B, , peri=2,...,k. Il vettore
Y :=(Y1,...,Y)) ha componenti indipendenti e normali, per le proprieta @ e della
Definizione [2.3] quindi & un vettore aleatorio normale; di conseguenza, anche il vettore
aleatorio (By,,..., By, ), ottenuto da Y mediante una trasformazione lineare, ¢ normale.
Questo mostra che B é un processo gaussiano. Dalla proprieta della Definizione
segue che By ~ N(0,t) e dunque E(B;) = 0 per ogni t > 0. Per quanto riguarda la
covarianza delle variabili Bs e By, assumendo senza perdita di generalita che s < ¢ si ha

Cov(Bs, By) = Cov(Bs, (By — Bs) + Bs) = Cov(Bs, By — Bs) + Cov(Bs, Bs) = s,

dove si & usato che le variabili By e (B; — Bs) sono indipendenti e che Bs; ~ N(0, s),
per le proprieta e della Definizione da cui segue che Cov(Bs, B, — Bs) =0 ¢
Cov(Bs, Bs) = Var(Bs) = s.

Viceversa, assumiamo che valgano le ipotesi di questa Proposizione e mostriamo
che valgono le proprieta della Definizione La proprieta ¢ immediata: By € una
variabile normale in quanto componente di un processo gaussiano; dato che E(By) =0 e
Var(By) = Cov(By, By) = min{0,0} = 0, segue che By ~ N(0,0) e dunque By = 0 g.c..
Anche la proprieta (c]) & semplice: sempre dal fatto che B é un processo gaussiano segue che
B, — B; ¢ una variabile normale, per ogni s < ¢, con media E(B;— B;) = E(B;)—E(Bs) =0
e varianza data da

Var(Bt - BS) = COV(Bt - BS, Bt - BS) = COV(Bt, Bt) - QCOV(BS, Bt) + COV(.BS7 Bs)
=t—2s+s=t—s.
Infine, dati 0 < t; < ... < t; < oo, dall’ipotesi che B & un processo gaussiano segue
che il vettore degli incrementi (By,, By, — By, ..., By, — By, _,) € normale (perché?). Per

mostrare che le sue componenti sono indipendenti, basta dunque mostrare che sono a due
a due scorrelate. Per 1 <i < j <k si ha

COV(Btj - Btj71 5 Bti - Btifl) == COV(Btj s Btl) + COV(Btj71 5 Btz‘fl)

— COV(BthtFl) — COV(Btjleti) =t;+t;1—ti1—t; =0,
poiché t;_1 < t; <t;j_1 <t;. La dimostrazione ¢ conclusa. O
Mostriamo che il moto browniano ha diverse interessanti proprieta di invarianza.

PROPOSIZIONE 2.10. Se B = {Bi}/c[0,oc) ¢ un moto browniano, anche i seguenti
processi X = { X }er lo sono:
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a = =By, T =[0,00) (riflessione spaziale);
b

(a) Xi
(b) X¢
¢) Xt = Byy—+ — By, T = [0, 0], per ogni ty > 0 fissato (riflessione temporale);
) Xt
) Xt

:= Biy+t — By, T = [0,00), per ogni ty > 0 fissato (traslazione temporale);
(

(d
(e

= ﬁBct, T = [0, 00), per ogni ¢ > 0 fissato (riscalamento diffusivo);
:=1tByj pert >0e Xo:=0, T = [0,00) (inversione temporale).

DIMOSTRAZIONE. Conviene utilizzare la caratterizzazione data nel Teorema 2.9l Infatti
in tutti i casi ¢ immediato verificare che { X;}4c[0,00) € un processo gaussiano, in quanto le
sue componenti sono funzioni lineari delle componenti del processo gaussiano { B };e(o,00)-
Anche le relazioni E(X;) = 0 e Cov(X,, X¢) = min{s, ¢} si verificano facilmente (esercizio).
Per esempio, nel caso @ per s <t si ha

. 11 1
Cov(sBy/s,tByyy) = st Cov(Bys, Bij) = st mm{s’t} = st; = 5.

Consideriamo ora la continuita delle traiettorie. Dato che q.c. le traiettorie di { By }¢c[o,00)

sono continue, nei casi @, , , @ lo stesso vale per il processo {Xt}tE[O,oo)v le cui
traiettorie sono ottenute componendo le traiettorie di {B;};c(0,00) con funzioni continue.

Resta da verificare la continuita delle traiettorie nel caso (@, per il quale solo la
continuita in ¢ = 0 non ¢ evidente. In effetti, poiché la funzione ¢ — 1/t é continua per
t >0, q.c. le traiettorie di {X};e[o,00) SONO continue in (0,00); esiste cioé A € F, con
P(A) =1, tale che per ogni w € A la funzione ¢t — X;(w) & continua in ogni punto ¢ > 0.
Introduciamo ora l’evento

D = Q: I X = 2.4
{we i t(w) 0} (2.4)

e assumiamo per il momento che P(D) = 1; di conseguenza anche P(AN D) = 1. Per
costruzione, per ogni w € AN D la funzione f(t) := X;(w) & continua in ogni ¢ € (0,00) e
inoltre limy | +cq f(t) = f(0). Ma ¢ immediato verificare che ogni funzione f(t) con tali
proprieta € necessariamente continua anche in ¢ = 0. Infatti, per ogni ¢ > 0 sia § > 0
tale che [f(t) — f(0)| < e per ogni t € (0,5] N Q. Preso t € (0,0] \ Q, se {tn}nen ¢ una
successione in (0, d]NQ tale che ¢, — ¢, si ha |f(t)— f(0)] = lim, 00 | f(r) — f(0)] (perché
f & continua in t); dato che |f(t,) — f(0)] < e per ogni n € N (perché ¢, € (0,6] N Q)
segue che |f(t) — f(0)| < e. In definitiva, si ha |f(t) — f(0)| < & per ogni ¢ € (0, d], cioe
f(-) & continua (anche) in zero. Questo mostra che q.c. lim; g X; = 0.

Resta solo da mostrare che P(D) = 1. Possiamo scrivere D = {w € Q: X(w) € G},
dove X = X(w) indica I'intero processo {X;}c[o,0c), Pensato come variabile aleatoria a
valori nello spazio delle traiettorie R[O’OO), mentre G := {x € RI00) . limy o teq z¢ = 0}.
Dato che l'insieme G ¢é definito in termini di una famiglia numerabile di componenti, esso
appartiene alla o-algebra prodotto B(R)[%*) e dunque P(D) = P(X € G) = ux(G), dove
px indica la legge del processo X su (RI%%) B(R)[%>)). Ricordando che le leggi finito
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dimensionali di un processo ne caratterizzano la legge, segue in particolare che il valore
della probabilita P(D) ¢ determinato dalle leggi finito-dimensionali del processo X.

E istruttivo dare una dimostrazione pit concreta di questo fatto. Notiamo che w € D
se e solo se per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che |X}/,(w)| < e per ogni k,n € N con
0 < k/n < 4. Di conseguenza, ponendo g; := % e 0y = %, possiamo scrivere

p=0NU N {1 Xp/ml <er}. (2.5)

IEN meN  (n k)eNxN: 0< £ <4y,

L’intersezione in [ é decrescente e I'unione in m crescente, per cui possiamo scrivere

P(D) = lim lim P<|Xk/n|§51, ¥n e N, Vke{l,...,ném}>

=00 m—00

= lim lim lim P (|Xk/n] <eg,Vn<N,Vke {1,...,n5m}) ,
l—00 m—0o0 N—o00

avendo usando la monotonia della probabilita. Chiaramente 'ultima probabilita si esprime

mediante le leggi finito-dimensionali del processo X.

Ma le leggi finito-dimensionali del processo X coincidono con quelle moto browniano
{Bi}te[0,50), Perché entrambi i processi sono gaussiani e hanno le stesse media e covarianza.
Di conseguenza, la probabilita dell’evento D non cambia se nella sua definizione
si sostituisce il processo {X;}yc(0,00) con il moto browniano { By }sc(o,o0)- Dato che q.c. le
traiettorie di {By}¢e[0,00) SONO continue in zero per definizione, segue che P(D) = 1, come
dovevasi dimostrare. O

Come semplice corollario, otteniamo un risultato interessante.

TEOREMA 2.11 (LEGGE DEI GRANDI NUMERI PER IL MOTO BROWNIANO). Se
{Bt}i€(0,00) € un moto browniano, q.c. si ha lim; B/t = 0.

DIMOSTRAZIONE. Definendo X := sBj/, per s > 0 e X := 0, il processo {X;}se(0,00)
& un moto browniano per il punto @ della Proposizione Per definizione di moto
browniano, q.c. si ha lims_,0 X5 = 0 e ponendo s = 1/t possiamo riscrivere questa relazione
come q.c. lims_, o %Bt = 0. L]

2.2.2. CONTINUITA DELLE TRAIETTORIE E COMPLETEZZA. Dato un processo
reale B = {B;}>0, definito su uno spazio di probabilita (2, F,P), poniamo

C:={w € Q : la funzione ¢t — Bi(w) ¢ continua} . (2.6)

Ricordando la Definizione del moto browniano, si potrebbe essere tentati di riformulare
la proprieta (d) come P(C) = 1. Questo tuttavia non ¢ corretto: infatti 'insieme C' &
definito in termini di una famiglia pit che numerabile di variabili aleatorie e di conseguenza
in generale non é detto che C' € F. Una riformulazione corretta della proprieta @ consiste
nel richiedere che C' contenga un evento A € F tale che P(A) = 1.

In un certo senso, questa € una sottigliezza. Basta infatti supporre che lo spazio
di probabilita (2, F,P) sia completo (eventualmente provvedendo a completarlo, come
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descritto nel paragrafo del capitolo |1)) e dall’informazione che C' contiene un evento
quasi certo segue automaticamente che C' € F, per cui é lecito scrivere P(C) = 1.

La continuita delle traiettorie e la completezza dello spazio sono collegate ad altre
questioni interessanti legate alla misurabilita. Per fissare le idee, supponiamo che su uno
spazio di probabilita (€2, F,P) sia definito un processo stocastico reale B = { B };¢(0,00)-
E naturale interessarsi a funzioni quali

1
sup |Bi(w)], / Bi(w)dt, inf{t > 0: Bi(w) =0}, (2.7)
0<t<1 0
ma in generale non c’é alcuna ragione per cui queste espressioni, definite in funzione
di una quantita piu che numerabile di variabili By, siano funzioni misurabili da €2 in R.
L’integrale non é nemmeno ben definito, se non si hanno informazioni sulla misurabilita
della funzione t — Bi(w).

E a questo proposito che la continuita delle traiettorie di B assume grande importanza.
Infatti, per ogni w per cui t — By(w) ¢ continua, cioé per ogni w € C, definito in ,
possiamo riscrivere le quantita in rispettivamente come

n—1
1
sup ’Bt(w)| ) lim sup — Bk: n(w> 5
t€[0,1]NQ n—oo T kzzo / (2.8)
limsup limsup inf {t € [%,oo) NQ: |B(w)| < %},

n—o0 k—o0

avendo usato per l'integrale I'approssimazione mediante somme di Riemann. Queste nuove
espressioni sono ben definite per ogni w € 2 e determinano funzioni misurabili da Q in R,
dunque variabili aleatorie, perché coinvolgono una quantitd numerabile di variabili B;.

Di conseguenza, se il processo B ha traiettorie q.c. continue, le espressioni in (2.7 sono
q.c. uguali alle variabili aleatorie in . Se supponiamo inoltre che lo spazio (2, F, P)
sia completo, le espressioni in sono esse stesse variabili aleatorie (una volta definito
'integrale per ogni w € 2, per esempio ponendolo uguale a zero per w & C).

Queste sono alcune delle ragioni per cui ci interesseremo sempre alla continuita delle
traiettorie per i processi che incontreremo nel seguito e, quando risulta conveniente,
assumeremo che lo spazio di probabilita su cui lavoriamo sia completo.

2.2.3. ANCORA SULLA CONTINUITA DELLE TRAIETTORIE. Ci si puo chiedere se
la proprieta @ nella Definizione di moto browniano non sia una conseguenza delle
proprieta precedenti. In altre parole, se un processo X = {X;}c[o,c) definito su (2, F, P)
soddisfa le proprieta @, (]E[), , esiste necessariamente A € F, con P(A) = 1, tale che
per ogni w € A la traiettoria ¢t — X;(w) sia continua? La risposta é negativa. Infatti
¢ possibile costruire sullo stesso spazio (2, F,P) un processo B’ = {Bj}c[o,00) cON
traiettorie g.c. discontinue ma con le stesse leggi finito-dimensionali di B, cf. 'Esempio (3.2
e I’Osservazione nel capitolo |3} Di conseguenza, B’ soddisfa le proprieta , (]ED,
della Definizione [2.3] che, come abbiamo gia ricordato, sono proprieta delle leggi finito-
dimensionali. Questo mostra che la continuita delle traiettorie & una proprieta che va oltre
le leggi finito-dimensionali. Ritorneremo su questo tipo di problemi nel prossimo capitolo.
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2.3. ESISTENZA DEL MOTO BROWNIANO

«|The construction of Brownian motion|, like the birth of a child, is messy and
painful, but after a while we will be able to have fun with our new arrival.»

Richard Durrett

Dimostriamo ora il Teorema per mezzo di una costruzione proposta da Paul Lévy
(seguiamo parzialmente la trattazione in |[Karatzas e Shreve, 1998, § 2.3|). Per semplicita,
ci limitiamo a costruire un moto browniano { B },c(o,1) in cui I'insieme dei tempi ¢ ristretto
all’intervallo [0, 1]. Per ottenere un moto browniano con insieme dei tempi [0, 00), &
sufficiente considerare una successione indipendente di moti browniani con insieme dei
tempi [0, 1] e “incollarli uno dopo ’altro” usando la proprieta (]ED della Proposizione
come mostra ’esercizio seguente.

ESERCIZIO 2.12. Siano {B(™) = {Bgm)}te[(]’l]}meNo moti browniani indipendenti con

insieme dei tempi [0, 1]. Si mostri che definendo B; := Bt(Eth)J + ZEJ:—Ol Bgm) per t € [0, 00)

(la somma ¢ per definizione nulla se [t] = 0) si ottiene un moto browniano B = {B; }¢[0,00)-

Sia {f;(fn)}n,keNO una famiglia (numerabile) di variabili aleatorie reali indipendenti
normali standard, definite su un opportuno spazio di probabilita (€2, F, P)m Costruiremo
il moto browniano su questo spazio di probabilita. Definiamo 7, := {2% :0<k<2"}.Si
noti che 7, O 71 € 7, \ Tue1 = {45 : k € I(n)}, dove I(n) indica, per n € Ny, I'insieme
degli interi dispari compresi tra 0 e 2™: I(0) = I(1) = {1}, I(2) = {1, 3}, ecc.. L’insieme
7 :=J,;>0 Tn € costituito dai razionali diadici, il cui denominatore (una volta ridotta la
frazione ai minimi termini) & una potenza di 2. Si osservi che 7 ¢ denso in [0, 1].

L’idea ¢ di costruire una successione di processi B(™ = {Bt(n)}te[m] che converge per
n — 00 verso un processo limite {B;},c(,1), che sara il moto browniano cercato. Fissati

n € Nyg e w € Q, la traiettoria {Bzgn) (w) }te[o,1) sara lineare a tratti: pitt precisamente, sara
innanzitutto definita sui punti del reticolo 7, e verra poi prolungata su tutto I'intervallo
[0, 1] mediante interpolazione lineare. Inoltre, i valori di Bt(n) per t € T, estenderanno i

valori di Bt(n_l): porremo cioé Bt(n) = Bt(n_l) per t € 7,1 C T,, per cui restera solo da

definire Bt(") pert € 7 \ Tho1 = {2% : k€ I(n)} (siveda la Figura .

(n)

o2 nel punto medio 2% di ogni

In altri termini, ad ogni passo definiremo il valore B

intervallo 5=, BEL] con k € I(n), avendone gia definito i valori B((Z)_l) Jon € B((ZJ)FI) Jan

negli estremi dell’intervallo. Anche se non € strettamente necessario per la dimostrazione,
per motivare la definizione che daremo ¢é utile porsi la seguente domanda: dato un moto
browniano B e fissati gli istanti s < ¢, conoscendo i valori Bg e By, qual é la distribuzione
(condizionale) di By /2? La risposta ¢ N'(u, 5°) dove p = §(Bs + B), come mostra
esplicitamente ’esercizio seguente.

TPer esempio, & possibile scegliere come spazio di probabilita I'intervallo [0,1] munito della misura di
Lebesgue, come spiegato nel sottoparagrafo del capitolo
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9
Y

FIGURA 2.2. Un esempio di traiettoria di B(®) (linea puntata), B(Y) (linea
tratteggiata) e B( (linea piena).

ESERCIZIO 2.13. Sia B = { B };¢[0,00) Un moto browniano e siano 0 < s <t < oo istanti
fissati. Definendo Z := \/%(B(SH)/Q — %(Bs + By)), possiamo scrivere

BS + Bt Vi—s
Bisnp=—5—+—5 2. (2.9)

Si mostri che Z ha legge AV (0,1) ed & scorrelata, quindi indipendente (perché?), dalle
variabili aleatorie Bg, B;.

Passiamo finalmente alla definizione dei processi B = {Bt(")}te[o,l]. Cominciamo a

definire Bt(o) per t € 19 = {0, 1}, ponendo
=0, B =" (dot BP(w) = &), (2.10)

ed estendiamo poi Bt(o) per ogni t € [0, 1] mediante interpolazione lineare.

Per chiarezza, trattiamo esplicitamente anche il caso n = 1. Cominciamo definendo Bt(l)
pert € 1 = {0, %, 1}. Non modifichiamo i valori gia assegnati per t € 79 = {0, 1}, poniamo
cioé B[()l) = B(()O) e Bgl) = B%O). Resta solo da definire B'Y): prendendo ispirazione dalla

1/2°
relazione (2.9)), poniamo
(2.11)

Si noti che %(B(()l) + B;l)) = %(B(()O) + B§0)) = Bi%, perché Bt(o) é per definizione lineare

per t € [0,1]. Possiamo quindi riformulare (2.11]) come

1 . 50 L )
By = By + 56 (2.12)

Estendiamo quindi la definizione di Bt(l) a ogni t € [0, 1] mediante interpolazione lineare.
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Possiamo ora procedere in modo ricorsivo: una volta che B~ ¢ stato costruito,
definiamo B™ ponendo Bﬁn) = Bgnfl) per t € T,_1, mentre per t € 7, \ T,—1 = {2% :

k € I(n)} definiamo Bt(") in accordo con ([2.9): piu precisamente, poniamo

(n) (n)
B +B 1
(n) . _ (k=D)/2" (kt+1)/2" n)
Bk/zn = 5 e &, Vk e I(n). (2.13)
Per costruzione B((kj)[l)/2n = B((Zﬂl))/2n, perché % € Th—1 per k € I(n). Dato che Bt(n_l)
¢ lineare nell’intervallo [2;,}, %] possiamo scrivere
(n) (n—1) L
Bk/2" Bk/2" + W ko Vk € I(n) . (214)

(n)
t

Estendiamo quindi B; " per ogni t € [0,1] mediante interpolazione lineare. Questo

completa la definizione di {Bt(n)}te[o,l]-

Prima di procedere, € conveniente dare una descrizione pitl esplicita del procedimento

n)

di interpolazione lineare usato nella definizione di Bé . Per costruzione, per ogni n € N,

la traiettoria ¢ — A( n) . Bt(n) — Bt(n_l) ¢ lineare tra ogni coppia di punti consecutivi del
reticolo 7, e si annulla per ogni punto t € 7,1 C 7,. Ricordando che 7, \ 7,1 = {2% :

k € I(n)}, cio significa che, per ogni k € I(n), il grafico di Ag ") per t € [(k = (k;;l)] éun

(k£1)

triangolo isoscele, nullo agli estremi ~57— dell'intervallo e con vertice in corrispondenza

del punto medio 2%, di altezza pari a W f,(g"), cf. (2.14).

Definiamo allora, per n € N e k € I(n), la funzione di Schauder S,(cn)(-) :[0,1] - Rl
cui grafico ¢ un triangolo isoscele di base [%51, &£EL] e di altezza W (cf. la Figura.
Volendo essere formali:

0 se 0 <t < 2;711
(n=1)/2(y _ k=1 k=1l < K
Sy (t) = 2(”_1)/2(%—15) se%ﬁtﬁ% ) neN, kel(n). (2.15)
0 se Bl <t <1
Per le considerazioni sopra esposte, possiamo scrivere Agn) = Bt(n) —Bt(n D - ( ) fk

per ogni k € I(n) e per ogni t € [, EEL). Dato che le funzioni S,gn)(-) e S,(C, )() hanno
chiaramente supporti disgiunti per k # k', otteniamo la seguente relazione:

B _ p»=b Z ¢Ms™ay, vielo,1], ¥neN. (2.16)
kel(n
Infatti ogni ¢ € [0, 1] cade al pitl in un solo intervallo della forma (571, %FL) con k € I(n),

di conseguenza non pitt di un termine della somma ¢ diverso da zero per ogni t € [0, 1].
Per completare la costruzione, introduciamo un’ultima funzione di Schauder

SO(t) =t 1 (1). (2.17)
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Ficura 2.3. Grafico delle funzmnl S( )( t) (linea piena) e H§3)(t) (linea
puntata), definite in e . Le unita di misura sui due assi sono
diverse.

cosi che per possiamo scrivere B 51 (0) (t). Ricordando (2.16]) ed esplicitando
la dipendenza da w € , otteniamo 1nﬁne la seguente espressione:

ZZQ W) S, VneNy, te[0,1], weQ.  (2.18)

m=0 kel(m)

Questa ¢ la formula chiave. In effetti, avremmo potuto definire B§n) (w) direttamente in
questo modo, senza alcun riferimento alla costruzione grafica sopra descritta.

(n)

Siamo giunti al cuore della dimostrazione. Mostriamo ora che q.c. il processo t — B,
converge per n — 00 verso un processo limite ¢ — By, che sara il moto browniano cercato.

LEMMA 2.14. Esiste un evento A € F con P(A) = 1 tale che, per ogni w € A4, la

successione di funzioni {¢ — Bt(n) (w) }nen converge per n — oo verso una funzione
continua, che indicheremo con {t — B;(w)}.

Prima di passare alla dimostrazione, ricordiamo che lo spazio C([0,1],R) delle fun-
zioni continue definite su [0,1] a valori in R, munito della norma uniforme || f|/s =
supyefoq [f (), & uno spazio di Banach. Cio significa che, data una successione { f, nen in
C([0,1],R) che sia di Cauchy (per ogni € > 0 esiste ng < oo tale che || f, — fxlloo < € per
ogni n, k > ng), la successione converge, cioé esiste f € C([0, 1], R) tale che || fr,— f|loc — 0
per n — oco. Sottolineiamo che la funzione limite f é continua.

Ci interesseremo in particolare a successioni { fp, }nen della forma f,(t) = > 1 gn(t),
dove g, € C([0,1],R) per ogni n € Ny. Usando la disuguaglianza triangolare, otteniamo
la semplice stima || fr, — filloo < D orepi1 [|9mlloo, valida per ogni n > k. Da ciod segue che,
se la serie delle norme » > ||gm| s ¢ convergente, la successione { f, }nen ¢ di Cauchy
in C([0,1],R) e dunque, per quanto detto sopra, ha limite in C([0, 1], R).
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DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 214l Se Z ~ N(0,1), per a > 1 si ha la stima

ooe—x2/2 ooxe—xQ/Q 2 9 9
P(|Z]| >a) = 2 der < 2 7dx:—e_a/2<e_a/2,
(121 ) /a \ 21 o a v 21 v 21 B

poiché 1 < a < z nel dominio di integrazione. Poniamo ora Z,(w) := maxycy(n) ]{,gn) (w)].
Per n € N possiamo scrivere

n

P(Z, > n) = P( U {\s,i“>r>n}> < SR s < S,

kel(n) kel(n)

quindi ), o P(Z, > n) < co. Introducendo l'evento A := (limsup,{Z, > n})¢, per il
lemma di Borel-Cantelli si ha P(A) = 1; inoltre, per definizione di A, per ogni w € A si ha
En(w) > n solo per un numero finito di n € N, cioé esiste np(w) < oo tale che =, (w) < n
per ogni n > ng(w).

D’ora in avanti fissiamo w € A. La relazione si puo riscrivere come

= Z g(m)(w,t), dove g< = Z §k ( )
m=0

kel(n

e osserviamo che ¢ — ¢g(™) (w,t) & una funzione continua, per ogni m € Ny. Mostriamo ora
la convergenza della serie S°°°_||g{™ (w, -)||oo. Abbiamo gia notato che, per ogni m € Ny

fissato, le funzioni {S ,gm)()}ke I(m) hanno supporti disgiunti, cioé¢ per ogni ¢ € [0, 1] esiste
al piu un solo k € I(m) tale che S,(Cm)(t) # 0 (cf. (2.15)). Dato che per ogni m > 1
siha Sl = S{™ () = 270"/ segue che | Y pesim S (oo = 270mHD/2,
Ricordando che Z,,(w) < m per m > ng(w), possiamo dunque stimare

Yt = 3 | 36 EEL)
m=ng(w) m=ng(w) "' k€I(m o0
< > Enw) H Z m: m+1)/2<oo’
m=ng(w) kEI( m=no(w)

da cui discende che anche Iintera serie delle norme >0°_ [|¢™(w, )||sc converge (abbiamo
tralasciato un numero finito ng(w) di termini). Per quanto detto sopra segue allora che, per
(n

ogni w € A, la successione di funzioni continue {t — B, )(w)}neN converge uniformemente
per n — oo verso una funzione limite continua, che indicheremo con t — B;(w), data da

Byw) = lim B{"(w) Z o ™).

m=0 keI(m)

Definendo per completezza By(w) := 0 quando w ¢ A, la dimostrazione ¢ conclusa. [
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Resta infine da dimostrare che il processo ottenuto {B;}.c(o,1] € un moto browniano.
Grazie al Teorema basta mostrare che { Bt };¢(o,1] € un processo gaussiano con E(B;) =
0 e Cov(Bs, By) = min{s,t}. Si noti che, per costruzione, gia sappiamo che {B;};c(o1] ha
traiettorie continue.

Per verificare che B = {B;}c[p,1] € un processo gaussiano, basta mostrare che ogni
combinazione lineare finita Z := 918y, + ... + U3 B, di componenti di B ¢ normale.

Sappiamo che Bt(n) — By q.c. per n — oo, per ogni t € [0,1], quindi Z = lim,_,o, Z™
, dove Z(W) .= ﬁlBgln) + ...+ ﬂkaF:)- Dall’equazione (2.18)) ¢ chiaro che Bt(n), e

dunque anche Z(™) | ¢ una combinazione lineare finita delle variabili normali indipendenti

{§ }0<m<n kel(m), quindi Z (") ¢ normale. Segue allora dalla Proposizione [1.10| che anche
Z & normale, come limite quasi certo di variabili normali.

Sempre dall’equazione ([2.18]) ¢ chiaro che E(B; B™ )) =0 perognit € [0,1] en € N, poiché
E( Igm)) = 0. Dato che Bgn) ¢ normale e Bt( ", By q.c., deduciamo dalla Proposizione
che E(B;) = limn_e0 B(B™) = 0 per ogni t € [0, 1].

Mostriamo infine che Cov(Bs, B;) = min{s,t}. La dimostrazione che forniamo ¢
esplicita e diretta, ma un po’ tecnica. Una dimostrazione pitl veloce, che sfrutta I'identita
di Parseval, & descritta nell’Osservazione [2.15| pili sotto.

Supponiamo di aver dimostrato che Cov(Bs, B;) = min{s,¢} per ogni s,t € 7 (o,
piu in generale, in un generico sottoinsieme denso di [0, 1]). Dati s,¢ € [0, 1] arbitrari,
siano {sp }nen € {tn}tnen successioni in 7 che convergono verso s e t rispettivamente.
Per la continuita delle traiettorie del processo B, si ha la convergenza q.c. del vettore
aleatorio normale (B, , By, ) verso (Bs, Bt). Grazie alla Proposizione si ha dunque
Cov(Bs, By) = limy, o Cov(Bs,,, By, ) = lim,,_,oo min{sy, t,} = min{s, ¢}.

Resta solo da mostrare che Cov(Bs, B;) = min{s,t} per ogni s, € 7 = | J,,cy Tn- Senza
perdita di generalita, sia n € Ny tale che s,t € 7, e assumiamo che s < t. Si ha allora
By = BM™ ¢ By = Bf”), perché per costruzione, per ogni u € 7,, il valore di B» (w) e

costante per k > n. Introduciamo le variabili Yi(n) = Bl%)n - B((ln)l) Jon Der 1< <2m,
Mostreremo tra poco che Cov(Yi(n), Yj(n)) = 27" 0;;. Scrivendo s = k/2" e t = m/2", con

k < m, si ha allora B{") = Sk Yi(n) e B = >t Yj(n), da cui

on =8 = min{s,t}.

k k m
Cov(B,, By) ZZ ov(v{", ) = %ZZ%
=1 =1 j=1

Concludiamo la dimostrazione mostrando che effettivamente Cov(Yi(n), Yj(n)) = 27" 64,
per ognin € Ny e 1 < 1,5 < 2". Segue dalla relazione (2.10) che 'affermazione ¢é vera
per n = 0, poiché Y §(0)
che per k € I(n) — 1’1n51eme dei numeri dispari tra 1 e 2" — si ha

B((Zz_tl)/w = B((Zﬂl))pn (ricordiamo che per costruzione Bt( n) Blgn 1) per t € T,—1). Dalla

N(0,1). Procediamo per induzione: sia n > 1 e notiamo
kil € Tn—1 € dunque
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relazione ([2.13) si ha allora

m) _ L pm-1) (n—1) L) _ 1y L m
Y : S (Bl — B + o2 Sk = 3 Y2 T gminm Sk (2.19)
(n) (n—1) (n—1) 1 1o (m-1) 1 '
Yk+1 (B(k+1)/2n o B(k 1)/2n) ~ 9(n+1)/2 gk 2Y(k+1)/2 9(n+1)/2 fk
Se poniamo
X, :— ly(n_l) W, = 1 —£ " er1 <¢<on! (2 20)
l - 2 ¢ s l - 2(n+1)/2 2—1° p >4t > ) .
grazie alle relazioni in (2.19)) possiamo allora scrivere
(n) _ [v(n) () _
{Yz }1§i§2" - {Yk ’Yk-‘rl}kel(n) - {XZ + We}lgegzn—l : (2.21)
Ora affermiamo che per ogni ¢,m € {1,...,2""1}
1 1
COV(Xg, X ) 5gm s COV(W@, W ) (5gm s COV(X[, Wm) =0.

on+1 2n+1

Ricordando le definizioni in (2.20)), la prima relazione & vera per ipotesi induttiva, la
seconda segue dal fatto che le variabili aleatorie {£ ](gm)}k,mENo sono i.i.d. N'(0,1), mentre la

terza & valida perché Yg(n*l) = BZL;,}) B((;L 11))/271 e il processo Bgnil)

solo le variabili §,(§m) con m <n — 1, come ¢ chiaro dalla relazione ([2.18]). Di conseguenza

& costruito usando

1 1 1
Var(X, + W;) = Var(Xy) + Var(Wy) = onil + il = gn Vee{l,...,2" 1},

mentre per ¢ # m si ha Cov(X, + Wy, X,,, £ Wy,) = Cov(X, + Wy, X,y F W) = 0.
Ricordando ([2.21)), segue che Cov(Yi(n), Yj(n)) = 27" 64, per ogni 1 < 4,5 < 2" O

OSSERVAZIONE 2.15. Introduciamo le funzioni di Haar {Hén)(~)}n€N0,k€I(n), definite da

HM(t) = 207D/, (t) — 29771

[gn 2n)

k+1>(t), neN, kel(n), (2.22)

k
(2. %

mentre H{())(t) = 1pp,1)(¢) (cf. Figura . E facile verificare che queste funzioni costituiscono un set
ortonormale in L*([0, 1], dt), cio¢ fol H,g")(t) H,i’f )(t)dt = On,n’ Ok, k', € sl pud mostrare che sono anche un

set completo. Si noti che le funzioni di Schauder S,(Cm('), definite in (2.15)) e (2.17]), non sono altro che le
primitive delle funzioni di Haar:

S (1) / H™M(s)ds, VneNo, kel(n), tel0,1]. (2.23)

Possiamo allora fornire una dimostrazione alternativa della relazione Cov(Bs, B:) = min{s, ¢}, sfrut-
tando la completezza del set di funzioni {H£m>}meN07k61(m) in L2([0,1]). Notiamo infatti che, poiché
Cov(£™ €0 = 5, 116 v, dalla relazione (2.18) si ha

n

Cov(BM,BM) = ST 8U() S (1) St b - (2.24)

m,m’=0 kel(m),k’€I(m’)
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Indicando per comodita con (f,g) := fo f(u u)du il prodotto scalare in L?([0, 1]), per la relazione
(2.23) possiamo scrivere S(W (s) = ( ) e analogamente S(m )(t) = (10,45 H]itn/)). Dato che il set
{H( }meno,kel(m) € ortornormale in LZ([O 1]), cioe (H (m),Hétn ) = 0k k' Om m/, da (2.24)) otteniamo

n

Cov(B{™, B{") = 3 S Qe B (Lo, B (H HE)

m,m’=0 keI(m), k’€I(m’)

<Z > Qo HIYH™ ST M <1[o,t]7H,$n/))H,iT”/)>.

m=0 kelI(m) m/=0 k’eI(m’)

Dato che il set ortonormale {Hlim)}meNo,kGI(m) ¢ completo in L?([0,1]), per ogni f € L?([0,1]) la

successione delle proiezioni 377 37, () (f5 H,im)> H,gm) converge in L?([0, 1]) per n — oo verso f. Di

conseguenza otteniamo

1
lim Cov(B{™, BM™) = (10,4, Lo, :/ 10,4 (w) 10, (u) du = min{s, ¢},
0

n— oo

da cui segue che Cov(Bs, By) = min{s, t}, grazie alla Proposizione O

2.4. (IR)REGOLARITA DELLE TRAIETTORIE

In questo paragrafo vedremo che le traiettorie del moto browniano, sebbene continue,
sono piuttosto irregolari.

2.4.1. INTEGRALE DI STIELTJES. Ricordiamo che una funzione f : [0,00) — R
crescente e continua a destra determina una misura p su ((0,00), B((0,00))),definita
da u((a,b]) :== f(b) — f(a) per intervalli (a,b] C (0,00) e poi estesa a tutti i boreliani.
Scriveremo spesso u = df e indicheremo l'integrale con

| nease = [ hes uias).

per ogni h € L([0,00),df). Pit in generale, date due funzioni vy, vy : [0, 00) — R crescenti
e continue a destra, possiamo considerarne la differenza f(t) := vi(t) — v2(t) e definire
Iintegrale di Stieltjes

/0 h(s)df(s) ::/O h(s) dvi(s) —/0 h(s) duva(s), (2.25)

per ogni h € L([0, oo) dvy) N LY([0, 00), dvs).

L’integrale fo s)df(s) ¢ dunque definito in modo naturale per ogni funzione f :
[0,00) = R contlnua a destra che si possa esprimere come differenza di due funzioni
crescenti. Diamo ora una caratterizzazione piu esplicita di tali funzioni.

2.4.2. FUNZIONI A VARIAZIONE FINITA. Data una funzione f : [a,b] — R, si
definisce variazione (prima) di f sull’intervallo |a,b] la quantita

n

Viag (f) = sup D () = f(tin)| €0, 409 (2.26)

neN, a=:tg<t1<...<tp:=b i—1
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Se Viap(f) < 00, la funzione f ¢ detta a variazione finita (sull’intervallo [a, b]). Usando la
disuguaglianza triangolare, si verifica facilmente che Vi, 3 (f + g) < Viq5(f) + Viay(9) €
Viap(cf) = [c|Viap) (f), per ogni f, g : [a,b] — R e per ogni ¢ € R. Le funzioni a variazione
finita su [a, b] formano dunque uno spazio vettoriale.

Una classe semplice di funzioni a variazione finita é costituito dalle funzioni monotone:
in questo caso le somme in sono telescopiche e si ha Vi, 4 (f) = [f(b) — f(a)| < c0.
Di conseguenza, ogni funzione che si puod scrivere come dlfferenza di due funzioni crescenti
é a variazione finita. Mostriamo ora che anche il viceversa ¢ vero.

Sostituendo |f(t;) — f(t;—1)| con (f(t;) — f(ti—1))" o (f(t;) — f(ti—1))~ nella relazione

(2.26)), si definiscono rispettivamente le quantita V[a . (f)e e Vi (f). E facile verificare che

Via,p)(f) < o0 se e solo se V[jz:b](f) <ooeV b](f) < 00, nel qual caso si ha

V[a,b}(f) = Vi:;b](f) Viab](f) f(b)_f(a) = V[Ib](f) - V[;b](f)'

Se Vg5 (f) < oo, chiaramente V|, ;)(f) < oo per ogni = € [a,b]. Definendo vE(z) =

V[jm]( f), dalle relazioni precedenti possiamo allora scrivere

f(z) = f(a) + vt (z) — v (2), Vz € [a,b]. (2.27)

E immediato verificare che v e v~ sono funzioni crescenti da [a, b] in R. Abbiamo dunque
mostrato che una funzione f : [a,b] — R & a variazione finita su [a,b] se e soltanto se si
puo scrivere come differenza di due funzioni crescenti.

Una scrittura della forma con v e v~ funzioni crescenti & tutt’altro che unica:
si puo infatti aggiungere a v+ e v~ una stessa arbitraria funzione crescente e la relazione
resta valida. Tuttavia, le funzioni v*(x) := V= . (f) sono minimali, nel senso che se

[a,7]
f(x) = f(a) +wi(x) —wa(x) con wy e ws crescenti, allora necessariamente v (z) < wy(x)
e v (z) < ws(x), per ogni x € [a,b] (si veda la Proposizione 11.3 in [Baldi, 2000] per una
dimostrazione).

5 possibile mostrare che una funzione f a variazione finita ¢ continua (risp. continua
a destra) se e soltanto se lo sono sia v sia v~ (si veda la Proposizione 11.4 in |Baldi,
2000]). Di conseguenza U'integrale di Stieltjes puo essere definito come in rispetto a
ogni funzione f : [a,b] — R continua a destra e a variazione finita, con v1 = vt e vy = v ™.

OSSERVAZIONE 2.16. Una classe molto importante di funzioni f : [0, 00) — R ¢ costituita
dalle funzioni della forma f(x) ) + fo s)ds per un’opportuna funzione g €
L} .([0,00)). In questo caso si dice che f ammette derwata debole in L}, e, con un piccolo
abuso di notazione, si scrive g = f m Si noti che le funzioni di questa forma sono continue.

Scrivendo f(x) )+ fO s)ds — fo s)ds, é chiaro che f ¢é differenza di due
funzioni crescenti, dunque ¢ a variazione finita su ogm 1ntervallo compatto: Vio r)(f) < oo
per ogni T" € (0, oo)E| In questo caso l’integrale di Stieltjeb si riduce a un integrale
di Lebesgue con “densita” f’, cio¢ [;°h(s = [ h s)ds. O

Se g & continua in to > 0, per il teorema fondamentale del calcolo f & derivabile in to e g(to) = f'(to)
é ordinaria derivata di f.
In alternativa, si puo verificare direttamente che Vi) (f) < f |f(s)]ds < oco.
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2.4.3. VARIAZIONE QUADRATICA DEL MOTO BROWNIANO. Sia {Bi}ic[o0) Un
moto browniano. Data una partizione 7 = {s = tg < t1 < ... < t,, = t} dell'intervallo
[s,t], chiameremo passo |m| = maxi<i<n(t; — ti—1) 'ampiezza massima degli intervalli che
la compongono. Introduciamo la variazione quadratica di B relativa alla partizione 7,
ponendo

n—1
Sy ==Y (B — By, ,)*. (2.28)

i=1

Si noti che S, é una variabile aleatoria reale, definita sullo stesso spazio di probabilita
su cui ¢ definito il moto browniano. Il comportamento di S; quando il passo |7| tende a
zero, cioé quando 7 diventa densa in [s, t], & descritto dalla seguente basilare

PROPOSIZIONE 2.17. Per ogni 0 < s <t < oo si ha che

lim S, = t—s in L*(Q,F,P).

|7|—0
DIMOSTRAZIONE. Possiamo scrivere

Se—(t—s) = ) Yi, dove Y; := (By, — By,_,)> — (t: —ti-1).
=1

Dato che le variabili Y7, ...,Y,, sono indipendenti (perché?) e a media nulla, segue che
1Sz = (t=9)l3 = El(Sx— (t—5))%] = D_EY)’] = D (ti —ti-1)’ s,
i=1 i=1

dove abbiamo posto

9 2
<Bti - Bti—l) 1
Vit —ti—1
La seconda uguaglianza segue dal fatto che By, — By, _, ~ N (0,t; — t;—1) e mostra che in

realta ¢; = ¢ € (0, 00) non dipende da i. Di conseguenza, essendo || = maxi<j<n(t;—ti—1),
otteniamo la stima

¢ = E = E[(22-1)%], con Z~N(0,1).

n

E[(Sx — (t=9))%] = ¢ (ti—ti1)® = clnl Y (ti —tim1) = clnl(t—s),
1=1

i=1
da cui segue il risultato. O

Si noti che nella definizione di S; compare la somma dei quadrati degli incrementi
di B calcolati sulla partizione, invece dei valori assoluti che appaiono nella definizione
di variazione di una funzione. Quando |r| & piccolo, anche gli incrementi By, — By, _,
sono piccoli (perché le traiettorie di B sono continue) e di conseguenza |By, — By, || >
(B, — By,_,)?. Alla luce di queste considerazioni, avendo appena dimostrato che per il
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moto browniano la somma dei quadrati degli incrementi converge verso un limite positivo
quando || — 0, non & sorprendente che la variazione delle traiettorie sia q.c. infinita,
come mostra il seguente risultato.

COROLLARIO 2.18. Quasi certamente, le traiettorie del moto browniano hanno
variazione infinita su ogni intervallo. Esiste cioé A € F con P(A) = 1 tale che per ogni
w € A si ha Vi, 4(B.(w)) = 400, per ogni 0 < s <t < oo.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di moto browniano, esiste un evento C' € F con P(C) =
1 tale che, per ogni w € C| la funzione ¢ — By(w) ¢ continua.

Fissiamo ora 0 < a < b < co. Data una partizione 7 = {a = tg < t; < ... < t, =b} di
[a, b], poniamo

Ay = fgzas); ‘Bti - Bti—l"

Se {7*)}ren ¢ una arbitraria successione di partizioni di [s, ] con passo |7(*)| che tende
a zero, per ogni w € C si ha che limg_,oo A_x)(w) = 0, perché la funzione u — B, (w),
essendo continua sull’intervallo chiuso e limitato [a, b], & ivi uniformemente continua.

Per la Proposizione quando |7| — 0si ha S; — (b—a) in L?, quindi in probabilita,
quindi g.c. lungo un’opportuna successione. Esistono dunque un evento D,; € F con
P(D,;) = 1 e una successione di partizioni {7®)}cy di [a, ], con passo [7(¥)| che tende
a zero, tali che limy_,o0 S v (w) = (b — a) per ogni w € Dy .

Data una partizione 7 di [a, b], per definizione di S; e A possiamo scrivere

n

Sz = Z(Bti - Bti71)2 < Aq Z |Bt, = Bt,_,| < Ax V[a,b](B-)'
i=1

i=1
In particolare, per w € C'N D, otteniamo che

S ey (W)

Vn(B) 2 =

— +o00 per k — oo,
poiché S ) (w) — (t—s) > 0e A @) (w) — 0. Quindi V|, (B.(w)) = +oo per w € CNDqyp.
Definiamo infine

A = ﬂ CNDgy.
0<a<b<oo, a,beQ

Chiaramente P(A) = 1, perché A ¢ intersezione numerabile di eventi quasi certi. Inoltre
se w € A si ha Vi 4(B.(w)) = +oo per ogni 0 < s < t < oo: basta infatti considerare
a,b€Qcon s <a<b<tediconseguenza Vi (B.(w)) > Vi p(B.(w)) = +00. O

Essendo le traiettorie del moto browniano q.c. a variazione infinita, non é possibile
definire integrali del tipo [ h(s,w)dBs(w) nel senso di Stieltjes, come descritto in
Come vedremo nel capitolo [5], imponendo opportune restrizioni sulla classe di
integrandi h(s,w), ¢ possibile definire integrali di questo tipo.
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OsSERVAZIONE 2.19. Ci si pud chiedere se il limite S — (t — s) per |1| — 0, dimostrato nella
Proposizione valga q.c. e non solo in L%, La risposta & negativa: & infatti possibile costruire una
successione {7y }ren di partizioni di [s, ¢], con |mx| — 0, tale che q.c. si abbia limsup,,_, . Sx, — 400 (si
veda D’esercizio 1.15 in [Morters e Peres, [2009]); in particolare, segue che q.c. sup,. Sx = +o0o. E comunque
possibile dare condizioni sufficienti per la convergenza quasi certa: per esempio, se le partizioni 7 sono
crescenti, nel senso che m, C 41 (a ogni passo vengono aggiunti punti alla partizione precedente),
oppure se »_, . |mk| < 0o, allora Sy, — (t — s) q.c. per k — co. O

2.4.4. RISULTATI FINI PER LE TRAIETTORIE. Esistono diversi risultati che descrivo-
no precisamente il comportamento locale delle traiettorie del moto browniano. Cominciamo
enunciando la celebre legge del logaritmo iterato.

TEOREMA 2.20 (LEGGE DEL LOGARITMO ITERATO). Se B = {Bi}/c[0,00) ¢ Un moto
browniano reale, valgono le seguenti relazioni:

B B
q.c.  limsup ! e liminf —————— —-1. (2.29)

_— = ]_ =
tstoo Vty/2loglogt t—=+oo /t+/2loglogt

La dimostrazione non ¢ difficile, ma la omettiamo per brevita (si veda il Teorema 5.1
in [Morters e Peres, 2009|, oppure il Teorema 2.11 in |Baldi, 2000| per la dimostrazione
della relazione equivalente ) Dato che —B ¢ un moto browniano se B lo &, grazie
alla Proposizione , ¢ sufficiente dimostrare una sola delle due relazioni in .

Il Teorema [2.20] implica in particolare che, per ogni ¢ > 0 fissato, per q.0. w € Q
esistono due successioni (aleatorie) {t,, = t,(w)}nen € {Sn = sp(w) }nen, entrambe tendenti
all’infinito, tali che

B, (w) > (1 —¢e)y/2tyloglogty, B, (w) < —(1—¢)y/2sploglogs,. (2.30)

Dato che qg.c. la funzione t — By é continua, queste disuguaglianze dimostrano che, per
q.0. w € Q, B(w) visita ogni numero reale infinite volte (in particolare cambia segno
infinite volte) in ogni intorno [M, co) di infinito.

Sfruttando le proprieta di invarianza del moto browniano, ¢ possibile trasformare
le relazioni in , che riguardano proprieta asintotiche, in analoghe relazioni sulle
proprieta locali delle traiettorie. Pit precisamente, per ogni tg > 0 fissato, applicando le
relazioni in al moto browniano {t(By,41/1 — Biy)}izo0 (cf. le proprieta (b)) ed (¢
della Proposizione si ottiene

B - B B - B
q.c. limsup —th o — 1 e liminf —0t" D= 1. (2.31)

ho - /hy/2loglog + Mo /n 2loglog 7

Analogamente a quanto visto in ([2.30]), da queste relazioni per ty = 0 segue in particolare
che, per ogni € > 0 fissato, per q.o0. w € Q esistono due successioni (aleatorie) positive
{hn = hn(W) nen € {un = up(w)}nen, entrambe tendenti a zero, tali che

1 1
By, (w) > (1 —¢€)4/2h, loglogh—, B, (w) < —(1—¢)y/2uy, loglogu—.
n n
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Sfruttando la continuita delle traiettorie, si ha che q.c. B; cambia segno infinite volte in
ogni intorno destro [0,6) di 0.

Concludiamo il paragrafo con un interessante corollario del Teorema [2.20

COROLLARIO 2.21. Sia B = {Bi}c[0,00) Un moto browniano. Per qualunque punto
to > 0 fissato, q.c. By non € derivabile in ¢ = tg.

DIMOSTRAZIONE. Dalle relazioni in (2.31)) segue direttamente che q.c. lim supy,o(Bg+n —
Byy)/h = 400 e liminfy o(Biy+n — Biy)/h = —o0. O
OSSERVAZIONE 2.22. Si puo rafforzare il Corollario mostrando che q.c. la funzione ¢ — B; non &
derivabile in nessun punto ¢ € [0,00) (si veda per esempio il Teorema 1.30 in [Morters e Peres, [2009)).
Un ipotetico analogo rafforzamento delle relazioni in (2.31) ¢ invece falso: per esempio, se to = to(w) & un

punto di massimo locale per il moto browniano)'|si ha B;,1+» < By, per h in un intorno destro di o e
quindi la prima relazione in (2.31) non vale. O

2.5. PROCESSI E 0-ALGEBRE

In questo paragrafo l'insieme di indici I € arbitrario, ma nei casi concreti sara quasi
sempre un sottoinsieme di R; analogamente, lo spazio misurabile (E, &) & tipicamente R,

Ricordiamo che, data una funzione Y : @ — (G, G), dove 2 é un insieme e (G,G) é
uno spazio misurabile, si indica con o(Y) la o-algebra generata da Y, definita come la
piu piccola o-algebra su €2 che renda misurabile 'applicazione Y. Essa consiste di tutti e
soli gli eventi della forma {Y € A}, al variare di A € G.

Sia ora X = {X;}er un processo stocastico definito su (€2, F,P) a valori in (E, ).
Come abbiamo visto in il processo X puo essere visto come una variabile aleatoria
a valori nello spazio delle traiettorie (EZ,£7). Di conseguenza & ben definita o(X), la
o-algebra su Q generata dal processo X, costituita dagli eventi della forma {X € A} =
{weQ: X(w) e A} al variare di A € £'. Per semplicita, preferiamo dare una definizione
alternativa di o(X), che non menziona esplicitamente lo spazio delle traiettorie.

DEFINIZIONE 2.23. Dato un processo stocastico X = { X }er, definito su uno spazio
di probabilita (2, F,P) a valori in (E, ), indichiamo con (X)) := o({X; }er) la pin
piccola o-algebra su Q) che rende misurabili tutte le componenti X del processo.

Secondo questa definizione, o(X) ¢ la pin piccola o-algebra che contiene o(X;) per ogni
t € I. Una base di 0(X) ¢ quindi data dalla famiglia di eventi JX, definita da

JX = {{Xs, €A1, ..., Xs, €A}, KEN, s;€1, A €E}. (2.32)

Dal fatto che gli insiemi cilindrici formano una base della o-algebra &7, cf. §2.1.1] segue
che la Definizione determina la stessa o-algebra o(X) introdotta in precedenza.

tPer l'esistenza di tali punti, basta considerare un punto di massimo globale per il moto browniano su
un intervallo compatto, per esempio sia to = to(w) € [0, 1] tale che By () = maxc(o,1) Bt(w). Un tale
punto esiste q.c., per la continuita delle traiettorie, e si mostra facilmente che g.c. 0 < tg < 1, dunque tg
é un punto di massimo locale.
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La o-algebra o(X) consiste di tutti e soli gli eventi che possono essere espressi in
termini di X (pit precisamente, in termini di una quantita numerabile di sue componenti).
Intuitivamente, o(X) contiene le informazioni sul processo X: essa consiste infatti degli
eventi per i quali si puo stabilire se si siano verificati o no conoscendo il processo X.

La nozione di o-algebra generata da un processo permette di definire I'indipendenza di
processi stocastici, come nel caso di variabili aleatoriem

DEFINIZIONE 2.24. I processi stocastici X(1) = {Xt(l)}teh e, X0 = {Xt(n)}tejn,
definiti sullo stesso spazio di probabilita (€2, F,P), si dicono indipendenti se lo sono le
o-algebre da loro generate o(XW), ..., o(X™).

Questa definizione piuttosto astratta ha una traduzione molto esplicita per i processi
gaussiani, analoga al Lemma Dati i processi stocastici (gaussiani) X (1) = {Xt(l)}te I s
, X = {Xt(n)}te I, €essi si dicono congiuntamente gaussiani se il processo con-
giunto {Xt(Z)}ie{l,...,n},te 1, ¢ gaussiano, ossia se qualsiasi combinazione lineare finita

S Z?Zl cint(;) ¢ una variabile aleatoria reale normale. Si ha allora la seguente

: . 1
PROPOSIZIONE 2.25. Se i processi X = {XV}er ..., X™ = {x™,c; sono
congiuntamente gaussiani, essi sono indipendenti se e solo se sono scorrelati, nel senso

seguente: Cov(XLgi),Xt(j)) = 0 per ogni i # j e per ogni s, t.

DiMosTRAZIONE. L’indipendenza delle o-algebre U(X(l))7 e U(X(">) puo essere verificata su una base:
basta dunque mostrare che, estratto qualunque vettore finito-dimensionale (X§3,)<1)a cee Xt(ii (1)) da XM,
qualunque (Xt<12>(2) . ,Xt(]f) (2)) da X(2), ecc., questi vettori aleatori sono tra loro indipendenti. Essendo
congiuntamenté normali péf ipotesi, sappiamo che I'indipendenza & equivalente alla scorrelazione delle
rispettive componenti, cioé Cov(Xs(i),Xt(j)) = 0 per i # j e per ogni s,t (si veda I’Osservazione .
ngf)sta CO;I(C%iZ)iOIle & dunque sufficiente, oltre che ovviamente necessaria, per 'indipendenza dei proces;i]
XWX

2.5.1. FILTRAZIONE NATURALE DI UN PROCESSO. Consideriamo ora il caso di un
processo X = {X;}yc(0,00) indicizzato dalla semiretta reale positiva, definito su uno spazio
di probabilita (€2, F,P) a valori in (E,&). Ricordando la Definizione [2.23] per ogni s > 0
indichiamo con FX la o-algebra generata dal processo con insieme dei tempi ristretto
a [0, s], ossia F;* := 0({Xu}yep,s))- In altri termini, ;¥ ¢ la piu piccola o-algebra che
renda misurabili tutte le applicazioni X, per 0 < u < s.

Intuitivamente, la o-algebra X = o({X, }o<u<s) contiene le informazioni sul processo
X nell’intervallo di tempo [0, s]: in effetti, essa consiste di eventi per i quali si puo stabilire
se si siano verificati o no osservando il processo X nell’intervallo di tempo [0, s]. La
famiglia {FX} se[0,00) € detta filtrazione naturale del processo X. Si tratta di una famiglia
crescente di o-algebre: FX C FX C F per ogni 0 < s < t < oo.

In effetti, pensando un processo come una variabile aleatoria a valori nello spazio delle traiettorie, la
Definizione coincide esattamente con la definizione di indipendenza per variabili aleatorie.
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Ritorneremo in dettaglio su questi concetti nel prossimo capitolo. Per il momento,
forniamo un’ulteriore utile caratterizzazione alternativa del moto browniano, modificando
I'ipotesi di indipendenza degli incrementi in un modo che sara molto rilevante nel seguito.

PROPOSIZIONE 2.26. Un processo stocastico reale B = {B;}ic[0,0c) € un moto
browniano se e soltanto se soddisfa le proprieta @, , @ della Definizione e vale
inoltre la seguente

(b’) per ogni 0 < s < t, la variabile aleatoria (B; — Bs) ¢ indipendente dalla o-algebra
fsB = U({Bu}0§u§5)~

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo un risultato piu forte: qualunque processo stocastico
B = {Bi}c[0,00) (non necessariamente un moto browniano) ha incrementi indipendenti,
ossia vale la relazione (]E[) della Definizione se e soltanto se vale la relazione (b’).

Mostriamo innanzitutto che @ = (b’). Ricordiamo che ¢ sufficiente verificare I'indi-
pendenza su una base e che una base di ]-"SB ¢ del tipo JX, definita in (sostituendo
X con B e restringendo gli indici s; all’insieme [0, s]). Basta dunque mostrare che per
ognisceltadi0< sy <...<sp<seC,Aj,...,Ar € B(R) si ha

P ({Bs, € Ai1,...,Bs, € A} N{B, — B; € C})

2.33
= P (Bs, € A1,...,Bs, € A;) P (By— B, € C). (2.33)

Introducendo il vettore W := (B, ..., Bs,) e il sottoinsieme A := Ay x --- x A C RF,
possiamo scrivere {Bs, € Ay,...,B,, € A} = {W € A}. Se introduciamo il vettore
Y = (Bs,,Bs, — Bs,,...,Bs, — Bs,_,), ottenuto mediante una trasformazione lineare
Y = LW, con L invertibile, possiamo scrivere

{(WeA} = {yeLA} = {(Bs,,Bs, — Bs,,..., By, — Bs,_,) € LA}

Ricordiamo il fatto che, data una famiglia di variabili indipendenti, due sottofamiglie
disgiunte sono tra loro indipendenti. Segue allora che la variabile B; — By ¢ indipendente
da Y, grazie alla proprieta (]E[), e dunque

P{Y € LA}N{B,— B, € C}) = P(Y € LA) - P(B,— B, € C).

Mettendo insieme le precedenti relazioni, segue che ([2.33)) ¢ verificata.
Mostriamo ora che (b’) = (]ED Dobbiamo mostrare che, per ogni k > 2, fissati comunque
0<ty<t1 <...<txy<ooeA..., A € B(R), vale la relazione

k k
P (ﬂ{Bti — By, € A,»}) = [[P (B, — B, € 4)).
=1 =1

Si noti che (V2 {By, — By,_, € A;} € FP__. Infatti le variabili B, con 1 <i <k —1
sono F —misurabili, per cui lo sono anche By, — By,_, (differenza di funzioni misurabili).
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Scrivendo ﬂle{Bti — By, , € A} = (ﬂ;:ll{Bti - B, | € AZ}) N{By, — By, , € Ax} e
notando che B;, — By, | ¢ per ipotesi indipendente da ]—"tf_ ,» S ha che

k k—1
P (ﬂ{Bti — B, , € A,-}) =P <ﬂ{Bti — By, , € AZ-}) “P(By, — Bi,_, € Ay).
=1 =1
Un facile argomento induttivo conclude la dimostrazione. O

2.6. MOTO BROWNIANO MULTIDIMENSIONALE
Generalizziamo ora la definizione di moto browniano al caso multidimensionale.

DEFINIZIONE 2.27. Si dice moto browniano d-dimensionale qualunque processo

stocastico B = {B; = (B§1), . ,B;d))}te[om) a valori in R? che soddisfa le seguenti
proprieta:
(a) Bo =0q.c;

(b) B ha incrementi indipendenti, cioé per ogni scelta dik >2e 0 <ty <t <...<
tr < 0o 1 vettori aleatori { By, — By, , }1<i<k sono indipendenti;

(¢) B ha incrementi stazionari gaussiani centrati: By — Bs ~ N (0, (t — s)I4) per ogni
0 < s < t, dove I indica la matrice identica d x d, cioé (I4)i; = d;j;

(d) q.c. B ha traiettorie continue, cioé q.c. la funzione ¢t — By & continua.

Molte proprieta del moto browniano multidimensionale sono analoghe al caso reale.
Ad esempio, valgono le seguenti generalizzazioni delle Proposizioni e

PROPOSIZIONE 2.28. Un processo stocastico B = {Bi}e[0,00) a valori in R? ¢ un
moto browniano d-dimensionale se e soltanto se é un processo gaussiano di media nulla

) g

e di covarianza Cov(BgZ ,B;”’) = 0i; min{s, t}, con traiettorie g.c. continue.

PROPOSIZIONE 2.29. Un processo stocastico B = {Bi}c[o,0c) @ valori in R? & un
moto browniano d-dimensionale se e soltanto se valgono le proprieta @, , @ della
Definizione e vale inoltre la seguente proprieta:

(b’) per ogni 0 < s < t, il vettore aleatorio (B; — Bs) ¢ indipendente dalla o-algebra
FE = o({Bu}ocuss) = o({BY Yo<uss, 1<i<d)-

Anche la Proposizione [2.10]si estende al moto browniano multidimensionale, senza bisogno
di alcuna modifica nell’enunciato.
Omettiamo per brevita le dimostrazioni, analoghe al caso unidimensionale. Mostriamo

)

solo come calcolare Cov(BEi), By;’’) a partire dalla Definizione m per s <t siha

Cov (BY,BY) = Cov (BY,BY — BY) + Cov(BY,BY)) = s5;,  (2.34)

S S S
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grazie all’indipendenza dei vettori aleatori By — B e By (proprieta (]ED), da cui segue quella
delle componenti Bij) ~BY e Bél), e grazie al fatto che Bs ~ N (0, sI,,) (proprieta (d)).
Concludiamo la sezione con una proprieta importante, che fornisce una costruzio-

ne esplicita del moto browniano d-dimensionale a partire da d moti browniani reali
indipendenti.

PROPOSIZIONE 2.30. Un processo stocastico B = {Bi}c[o,0c) @ valori in R? & un
moto browniano d-dimensionale se e soltanto se le sue componenti B(Y) = {Bgl)}te[o,oo),

, B = {Bt(d)}te[o,oo) sono moti browniani reali indipendenti.

DIMOSTRAZIONE. Se B ¢ un moto browniano d-dimensionale, per la Proposizione
ogni componente B® & un processo gaussiano con media nulla, covarianza Cov(B gl), Bt(z ) =

min{s,t} e traiettorie q.c. continue. Segue che B ¢ un moto browniano reale, per la
Proposizione Sempre per la Proposizione le componenti BY, ..., B{@ sono
processi congiuntamente gaussiani e scorrelati, poiché Cov(Bgi), Blgj )) = 0 per i # j; sono
dunque indipendenti, grazie alla Proposizione [2.25

Viceversa, se le componenti BW ... B sono moti browniani reali indipendenti,
il processo congiunto B = {Bt(i)}lgz'gd,tzo é gaussiano perché ogni combinazione lineare
di sue componenti pud essere scritta come Zle Zif:l CiZBt(Z) = 2?21 Y; e le variabili
reali Y; := Zlgzl cMBt(j) sono normali (perché B ¢ un processo gaussiano) indipendenti
(perché i processi B (1),' ..., B sono indipendenti). Grazie alla Proposizione ciascuna
componente B® ha media nulla e Cov(Bﬁi), Bgi)) = min{s, ¢}, mentre per i # j si ha
Cov(Béi), Bt(j)) = 0 per ogni s,t > 0, poiché i processi B ¢ B sono indipendenti. In
definitiva, per ogni 1 <i,j < de s,t > 0si ha Cov(Bgi), B,gj)) = §;; min{s, t}. Infine, q.c.
le traiettorie ¢ — B; = (Bt(l), . Bt(d)) sono continue perché q.c. ciascuna componente
t— Bgi) lo ¢. Possiamo dunque concludere che B ¢ un moto browniano d-dimensionale
grazie alla Proposizione [2.28 O

2.7. LA MISURA DI WIENER

Indichiamo con C := C([0, 00),R%) lo spazio delle funzioni continue definite su [0, 0) a
valori in R%. Rendiamo C' uno spazio misurabile, munendolo della o-algebra B generata
dagli insiemi cilindrici, ossia quelli della forma {f € C : fi, € A1, ..., f, € A}, al
variare di k € N, t1,...,t € [0,00) e Ay, ..., A, € B(R?). Essendo chiusa per intersezioni
finite, questa classe di insiemi é una base di B. Se introduciamo le proiezioni coordinate
7 : C — R? definite da 74(f) := f;, si verifica facilmente che B ¢ la o-algebra generata
dalle funzioni ¢, cioé¢ B = o({m¢}+>0).

Dato un moto browniano d-dimensionale B = {B;}s>0, definito su uno spazio di
probabilita (2, F,P), sappiamo che esiste A € F con P(A) = 1 tale che la funzione
t — By(w) é continua per ogni w € A. Se ridefiniamo B;(w) = 0 per w ¢ A, otteniamo un
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moto browniano le cui traiettorie sono continue per ogni w € ) e non solo q.c.. Possiamo
allora vedere B come una applicazione da 2 in C"

w > B(w) = {Bs(w)}scp,00) € C-

Usando i sottoinsiemi cilindrici, che generano B, ¢ immediato vedere che questa applica-
zione ¢ misurabile: si ha infatti per D = {f € C: fy, € A1, ..., fr, € Ak}

{BeD} = {By, €Ay, ..., By, € Ay} € F.

Il moto browniano B pud dunque essere visto come una variabile aleatoria a wvalori
in (C,B). Di conseguenza, B induce sullo spazio d’arrivo la sua legge, una probabilita
su (C, B) indicata con W e nota come misura di Wiener. Piu esplicitamente, per ogni
sottoinsieme A C C' misurabile, cioé per ogni A € B, si ha W(A) :=P(B € A).

La misura di Wiener permette una costruzione canonica del moto browniano. Infatti,
prendendo come spazio di probabilita (C, B, W), ¢ facile vedere che il processo stocastico
delle proiezioni coordinate {7 };>¢ € un moto browniano d-dimensionale.

OSSERVAZIONE 2.31. Se B’ = {B}};[0,00) ¢ un altro moto browniano d-dimensionale, la
legge W' che esso induce sullo spazio (C,B) & sempre la misura di Wiener W. Infatti,
dato un insieme cilindrico D = {f € C': f;, € Ay, ..., fi, € A}, si ha per definizione
W(D) = P(B € D) = P(By, € Ai, ..., By, € Ai) e questa probabilita non cambia
sostituendo B con B’, perché ¢ determinata dalle leggi finito-dimensionali del moto
browniano. Di conseguenza W(D) = W/(D), e dato che gli insiemi cilindrici sono una
base della o-algebra B segue che W = W'. O

OSSERVAZIONE 2.32. Per quanto detto in un moto browniano d-dimensionale
B = {Bi}+>0, come ogni processo stocastico a valori in R?, puo essere visto come variabile
aleatoria a valori nello spazio delle traiettorie ((R%)%>°), B(R%)[%>°))  su cui induce la sua
legge 1. Dato che spazio delle funzioni continue C' = C(]0, 00), R%) ¢ un sottoinsieme di
(RH)[0:2) | si potrebbe essere tentati di definire la misura di Wiener W come la restrizione
della probabilita pp al sottoinsieme C'. Cid non & possibile, perché C' non é un sottoinsieme
misurabile di (R%)[9°) ossia C' ¢ B(R)[%>°) Abbiamo infatti visto nel paragrafo (cf.
anche 1'Osservazione nel capitolo [3)) che ¢ possibile definire un processo B’ = {Bj};>0
con le stesse leggi finito-dimensionali di B, e dunque con la stessa legge g = up sullo
s$pazio (Rd)[07°°), ma con traiettorie t — By q.c. discontinue. Se C fosse misurabile, si
dovrebbe allora avere 1 = pg(C) = pup/(C) = 0, il che é assurdo. |f| O

OSSERVAZIONE 2.33. Sullo spazio C' ¢’¢ una topologia naturale, quella della convergenza
uniforme sui compatti, che & metrizzabile. Definendo HhH[OCib} = SUPge[e [(2)[, una
distanza che induce questa topologia é data per esempio da

2 1+ [/ (z) — 9@,y

d(f,g) =

n=1

"Per una dimostrazione piu diretta del fatto che C' ¢ B(R%)[%°) si veda ad esempio il Teorema 36.3
in [Billingsley| [1995| e le considerazioni che lo seguono, in cui si mostra che i sottoinsiemi misurabili di
(]Rd)lo’oo) sono determinati da una quantita al pitt numerabile di componenti.
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Su C' ¢ quindi definita la corrispondente o-algebra boreliana B(C'), generata dagli insiemi
aperti. Non é difficile mostrare che questa o-algebra coincide con la o-algebra B generata
dalle proiezioni, che abbiamo definito sopram In particolare, ogni funzione definita su C
che sia continua rispetto a d(-,-) & B-misurabile.

Si noti che la topologia generata dalle proiezioni {m:}:>0 € la topologia della convergenza puntuale,
che ¢ strettamente pit piccola (ossia pitt debole) della topologia della convergenza uniforme sui compatti.

Ciononostante, le o-algebre generate da queste due topologie su C' coincidono, come menzionato. L]

2.7.1. IL PRINCIPIO DI INVARIANZA DI DONSKER. Sia {X,},en una successione
di variabili reali i.i.d. in L?, definite su uno spazio di probabilita (2, F,P), tali che
E(X1) =0 e Var(X;) = 02 < co. Definiamo la passeggiata aleatoria {Sp}nen ponendo

S()Z:O, SniziXi.
=1

Il celebre teorema limite centrale afferma che per ogni x € R vale la seguente relazione:

S
lim P < =P(Z<
Jim <0_\/ﬁ_m> (Z <),
dove Z indica una variabile aleatoria reale normale standard. Si puo mostrare che cio é
equivalente al fatto che S, /(ov/n) — W in legge per n — oo.

E possibile rafforzare notevolmente questo risultato. Definiamo la variabile §t per
t € [0,00) come 'interpolazione lineare della traiettoria {Sy, }nen: poniamo cioé

Sp=(t] + 1= )8y + (¢ — [t])S|e)+1,

dove |z| := max{n € Z : n < z} indica la parte intera di un numero reale z. Introduciamo
quindi, per ogni k € N, un processo stocastico Y *) = {Yt(k)}te[o,oo) definito come il

riscalamento diffusivo di {gt}tzo di fattore k:

R
= , Vit > 0.
vk

Si noti che per ¢t = 1 ritroviamo Yl(n) = Sn/(o\/n).

Dato che per costruzione il processo Y¥) ha traiettorie continue, per ogni k € N,
possiamo vedere Y(¥) come una applicazione da Q in C' = C([0,00),R). Non ¢ difficile
mostrare che tale applicazione & misurabile, cioé Y(¥) & una variabile aleatoria a valori
in (C,B). E dunque ben definita la sua legge: si tratta di una probabilita sullo spazio
(C, B), che indichiamo con Y™ . Ricordiamo che C' ¢ uno spazio metrico (rispetto alla
convergenza uniforme sui compatti) e che B ¢ la corrispondente o-algebra boreliana (si
veda 1’Osservazione . Vale allora il seguente risultato fondamentale.

Y,

tL’inclusione B C B(C) segue dal fatto che ogni proiezione ¢, essendo continua rispetto alla topologia
della convergenza uniforme sui compatti, & B(C)-misurabile; I'inclusione inversa B(C) C B si ottiene
notando che [|h||[7 ;) = SuPse(q,pn0 [P(E)] = SUPse(q,4ng [Tt ()], da cui segue che I'applicazione h +— [|A|[(7
¢ B-misurabile (per maggiori dettagli, si veda per esempio l’esercizio 1.4 in [Baldi, 2000]).
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TEOREMA 2.34 (PRINCIPIO DI INVARIANZA DI DONSKER). Per k — oo la successione
di processi Y*) converge in legge verso il moto browniano. Equivalentemente, la
successione di leggi Y*) converge debolmente verso la misura di Wiener W.

Questo risultato si puo formulare grossolanamente dicendo che, su larga scala, le traiet-
torie di una passeggiata aleatoria di media nulla e varianza finita, riscalate diffusivamente,
“assomigliano” alle traiettorie del moto browniano. Per esempio, le traiettorie simulate del
moto browniano illustrate nella Figura [2.I] a pagina [2§ sono state ottenute a partire da
una passeggiata aleatoria con incrementi gaussiani.

Uno degli aspetti pitt importanti del Teorema [2.34] & la sua universalita: qualunque
sta la legge degli incrementi X;, purché di media zero e varianza finita, la distribuzione
V&) delle traiettorie riscalate della passeggiata aleatoria converge per k — co verso lo
stesso limite, cioé la legge VW del moto browniano. In questo senso, i dettagli “microscopici’
della passeggiata aleatoria diventano irrilevanti nel limite di larga scala. Questo risultato
mostra anche come il moto browniano sia un oggetto molto naturale.

)

Infine, il Teorema [2:34] & molto importante anche come strumento di calcolo. Infatti,
per definizione di convergenza debole di misure di probabilita (si veda il paragrafo ,
possiamo riformulare il Teorema [2.34] nel modo seguente: per ogni funzionale ® : C' — R
continuo e limitato si ha limy_,o [ ®(¢) YR (dC) = Jo ®(Q) W(AC), ovvero, usando la
formula del cambio di variabili (Teorema ,

Jim E(®(Y®)) = E(®(B)).

Questo significa che, se si conosce il valore di E(®(B)), si conosce anche il limite della
successione E(® (Y %)) per ogni passeggiata aleatoria di media zero e varianza finita. B
naturalmente possibile anche il percorso inverso: se si sa calcolare limp_, E(CID(Y(k))) per
un esempio specifico di passeggiata aleatoria con incrementi di media nulla e varianza
finita, si ¢ determinato il valore di E(®(B)).
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3 . PROCESSI DI LEVY E PROPRIETA
DI MARKOV

Introduciamo in questo capitolo alcune nozioni basilari della teoria dei processi stocastici,
illustrandone qualche interessante applicazione alla classe dei processi di Lévy, che include
il moto browniano come caso particolare. Per la validita di diversi risultati, é richiesto
che lo spazio di probabilita (2, F, P) sia completo, cioé che F contenga tutti gli insiemi
P-trascurabili, ovvero tutti i sottoinsiemi degli eventi di probabilita nulla. Questa ¢ la
ragione per cui nei prossimi capitoli la completezza dello spazio di probabilita su cui
lavoriamo sara un’ipotesi frequente. Ricordiamo che é sempre possibile completare uno
spazio di probabilita, come descritto nel paragrafo del capitolo

Prima di proseguire, ricordiamo che una probabilita su R? (o pit in generale su uno
spazio metrico) & determinata dagli integrali delle funzioni continue. Pit precisamente, se
w, v sono due probabilita su R tali che [ ®du = [ ®dv per ogni funzione P : R? - R
continua e limitata, segue che p = v. La dimostrazione & semplice: scegliendo le funzioni
®(z) = cos((9,z)) e ®(x) = sin((V,z)), per ¥ € R?, segue che le leggi i e v hanno la
stessa funzione caratteristica, dunque esse coincidono

In particolare, dalla formula del cambio di variabili (Teorema segue che due
vettori aleatori X : (Q,F,P) — RY Y : (Q*, F*,P*) — R hanno la stessa legge se
E(®(X)) = E*(®(Y)) per ogni funzione ® : RY — R continua e limitata.

L’uso delle funzioni continue risulta spesso utile per dimostrare I'indipendenza di un
vettore aleatorio X a valori in R?, definito su uno spazio di probabilita (€, F,P), da una
o-algebra G C F. Per definizione, occorre mostrare che

P(G,X € A) = P(G)P(X € A),

per ogni G € G e A € B(R?). Se P(G) = 0 quest’uguaglianza ¢ banalmente vera, mentre
se P(G) > 0 la relazione si puo riscrivere come P(X € A|G) = P(X € A), per ogni
A € B(R%). Cio significa che il vettore aleatorio X ¢ indipendente dalla o-algebra G
se e solo se, per ogni evento G € G di probabilita positiva, la legge di X rispetto alla
probabilita condizionata P* := P(-|G) coincide con la legge di X (rispetto a P). Per
quanto detto sopra, X ¢ indipendente da G se e solo se E*(®(X)) = E(®(X)), cioe

E(®(X)[G) = E(®(X)), (3.1)
per ogni G € G con P(G) > 0 e per ogni ® : R” — R continua e limitata.

TUna dimostrazione alternativa si ottiene notando che, per ogni insieme chiuso C' C R?, si puo scrivere
lo(z) = limp— oo Pn(z), dove @y, (x) := max{0,1 — nd(z,C)} e d(z,C) := inf{|y — 2|, z € C} indica la
distanza da z dall’insieme C. Sappiamo per ipotesi che [ ®,dy = [ ®, dv per ogni n € N, e dato che
|®.] < 1 segue per convergenza dominata che [lcdu = [1lcdy, cioé pu(C) = v(C) per ogni insieme
chiuso C' C R%. Dato che gli insiemi chiusi sono una base della o-algebra boreliana di R¢, segue che p = v.

55



56 3. PROCESSI DI LEVY E PROPRIETA DI MARKOV

3.1. PROCESSI STOCASTICI E FILTRAZIONI

Indichiamo con T un sottoinsieme di R, che avra la funzione di insieme dei tempi per
i processi stocastici che considereremo. I casi che ci interessano di pitt sono T = Ny e
soprattutto T = [0,00) o T = [a,b] con 0 < a < b < co. Ricordiamo che la la nozione
processo stocastico ¢ stata introdotta nella Definizione

3.1.1. MODIFICAZIONI E INDISTINGUIBILITA. Dato un processo X = {X;}er, de-
finito su uno spazio di probabilita (2, F,P) a valori in uno spazio misurabile (F,&),
ricordiamo che le leggi dei vettori (X;,,..., Xy, ) su (E¥,€%%) al variare di k € N e
t1,...,tx € T, sono dette leggi finito-dimensionali del processo.

Definiamo ora due importanti relazioni tra processi stocastici.

DEFINIZIONE 3.1. Due processi stocastici X = {X;}er, X' = {X]}ier aventi lo
stesso insieme dei tempi, definiti sullo stesso spazio di probabilita (2, F,P) e a valori
nello stesso spazio misurabile (E, £), si dicono:

e modificazione (o versione) I'uno dell’altro se, per ogni t € T, si ha X; = X q.c.;

e indistinguibili se, q.c., si ha Xy = X/ per ogni t € T.

Si noti che 'ordine in cui compaiono “q.c.” e “per ogni t € T” é fondamentale.
Con qualche ipotesi di regolarita si possono dare riformulazioni equivalenti. Per esempio,
se lo spazio di probabilita (2, F,P) & completo, possiamo dire che i processi X e X’ sono

e modificazione I'uno dell’altro se, per ogni t € T, si ha P(X; = X}) = 1;
e indistinguibili se P(X; = X per ogni t € T) = 1.
Le osservazioni seguenti sono facilmente verificabili.

e Se due processi X, X’ sono indistinguibili, allora sono modificazione I'uno dell’altro.

e Se due processi X, X’ sono modificazione 1'uno dell’altro, allora hanno le stesse leggi
finito-dimensionali. Infatti, per ogni t1,...,t; € T, i vettori aleatori (X¢,,..., Xy,)
e (Xi,,..., X}, ) sono q.c. uguali (perché?) e dunque hanno la stessa legge.

e Se due processi X, X’ sono modificazione I'uno dell’altro e se 'insieme dei tempi T
¢ numerabile, allora X e X’ sono indistinguibili.

Quando l'insieme dei T é pitt che numerabile, la nozione di indistinguibilita ¢ invece
strettamente pit forte della nozione di modificazione, come mostra 1’esempio seguente.

EsemMPIO 3.2. Sia (2, F,P) uno spazio di probabilitd su cui & possibile definire una
variabile aleatoria reale U con legge continua, ossia senza atomi (si pud considerare per
esempio 'intervallo unitario ([0, 1], B([0, 1]), Leb) munito della misura di Lebesgue, con
U(w) := w). Definire un processo Y = {Y} };c[0,00) Ponendo Yi(w) := ly4peqy(w), cioe
Yi(w) =1 se U(w) +t € Q mentre Y;(w) = 0 altrimenti.

Dato qualungue processo reale X = {X;}ic(000) definito su (2, F,P), definiamo il
processo X' = {X{}ici0,00) Ponendo X := X; +Y;. Per ogni ¢t > 0 fissato si ha P(X; =
X)) =P =0)=P({U+t ¢ Q) = 1, perché la variabile aleatoria U + ¢ ha legge continua
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per ipotesi; quindi X’ ¢ una modificazione di X. Tuttavia i processi X e X’ non sono
indistinguibili, perché per ogni w € Q si ha X{(w) — X;(w) = Y;(w) # 0 per infiniti valori
di t > 0 (infatti la traiettoria ¢t — Y;(w) vale 1 sull’insieme denso Q — U(w)). O

OSSERVAZIONE 3.3. Con riferimento all’esempio precedente, notiamo che la traiettoria
t — Y;(w) & discontinua in ogni punto ¢ € [0, 00), per ogni w € Qm Se X ¢ un processo con
traiettorie continue q.c., segue che per q.o. w € Q la traiettoria ¢t — X{(w) = X¢(w)+ Yi(w)
del processo X’ ¢ discontinua in ogni punto ¢ € [0,00). I processi X, X’ hanno dunque le
stesse leggi finito-dimensionali (infatti X’ ¢ modificazione di X') ma q.c. X ha traiettorie
continue mentre X’ le ha discontinue. Questo esempio mostra che la continuita delle
traiettorie di un processo mon & una proprietd delle leggi finito-dimensionali. O

3.1.2. CONTINUITA E MISURABILITA DI PROCESSI. Per tutto questo sottoparagrafo
supponiamo che T = [0, 00) oppure T = [a, b], con 0 < a < b < 00, e indichiamo con B(T)
la o-algebra boreliana di T.

Definiamo le importanti nozioni di continuita e misurabilita per un processo. Lo spazio
topologico di arrivo dei processi che considereremo nel seguito sara quasi sempre R

DEFINIZIONE 3.4. Un processo stocastico X = {X;}ser, definito su uno spazio di
probabilita (€2, F, P) a valori in uno spazio topologico (E, B(E)) (munito della o-algebra
boraliana), si dice:

e continuo (risp. continuo a destra, continuo a sinistra) se per ogniw € Q la funzione
t — X¢(w) ¢ continua (risp. continua a destra, continua a sinistra) da T in E;

e g.c. continuo (risp. g.c. continuo a destra, q.c. continuo a sinistra) se per .o.

w € Q la funzione ¢t — X;(w) & continua (risp. continua a destra, continua a
sinistra) da T in F.

DEFINIZIONE 3.5. Un processo X = {X;}ser, definito su uno spazio di probabilita
(Q, F,P) a valori in uno spazio misurabile (E, ), si dice misurabile se I'applicazione
(t,w) — X¢(w) ¢ misurabile da (T x ©, B(T) ® F) a valori in (E,E).

Vedremo tra poco che la misurabilita di un processo é una condizione poco restrittiva,
che ¢é verificata non appena le traiettorie del processo sono continue a destra (si vedano il
Lemma e il Lemma [3.13).

Ricordiamo che, per il teorema di Fubini (paragrafo del capitolo [I)), se una
applicazione (x,y) — f(x,y) ¢ misurabile, allora per ogni z fissato la funzione y — f(z,y)

TLe traiettorie ¢ — Y:(w) del processo che abbiamo costruito, pur essendo discontinue in ogni t > 0,
coincidono con una funzione continua (identicamente nulla) al di fuori di un insieme numerabile. E
possibile produrre esempi molto piu irregolari: per esempio, sfruttando un risultato di N. N. Lusin e
W. Sierpinski [Sur une décomposition d’un intervalle en une infinité non dénombrable d’ensembles non
mesurables, C. R. Acad. Sci. Paris 165 (1917), 422-424.], si puo costruire un processo Y = {Y;};>0 che
sia sempre una modificazione del processo identicamente nullo, cioé P(Y; = 0) = 1 per ogni t > 0,
ma le cui traiettorie ¢ — Y:(w) non siano “Lebesgue misurabili” (ossia non siano misurabili rispetto al
completamento della o-algebra boreliana di [0, co) rispetto alla misura di Lebesgue) per alcun w € Q.



58 3. PROCESSI DI LEVY E PROPRIETA DI MARKOV

¢ misurabile e, analogamente, per ogni y fissato la funzione z — f(z,y) ¢ misurabile.
Tuttavia non vale il viceversa: la misurabilita delle sezioni y — f(z,y),  — f(x,y) non
garantisce la misurabilita dell’applicazione (x,y) — f(x,y).

Segue allora dalla Definizione che, se un processo X = {X;};>0 ¢ misurabile, le sue
traiettorie ¢t — Xy (w) sono funzioni misurabili, per ogni w € () fissato. La misurabilita di
tutte le traiettorie non € tuttavia sufficiente a garantire che un processo sia misurabile.
Si noti che se un processo reale positivo (o limitato) X = {X;}+>0 ¢ misurabile, vale la
relazione E(fo1 X dt) = fol E(X})dt, grazie al teorema di Fubini.

3.1.3. EQUIVALENZA DI PROCESSI. Definiamo un’ulteriore relazione tra processi, che apparira nella
costruzione dell’integrale stocastico nel capitolo [5} Supponiamo sempre che T = [0, 00) oppure T = [a, b],
con 0 < a < b < oo, e indichiamo con Leb la misura di Lebesgue su T.

DEFINIZIONE 3.6. Due processi stocastici X = {X¢}ier, X' = {X{}+er, definiti sullo stesso spazio
di probabilita (2, F,P) e a valori nello stesso spazio misurabile (E, &), si dicono equivalenti se si ha
X (w) = X{(w) per (Leb ® P)-q.o. (t,w) € T x Q.

Nel caso in cui l'insieme {(t,w) € T x QO : X;(w X/(w)} sia misurabile (per esempio, se X e X’ sono
’ t ’
processi misurabili a valori in uno spazio metricq'|), grazie al Teorema di Fubini possiamo scrivere

(Leb@P)((t,w) € TXx Q: Xy(w) # Xi(w)) = /TP(Xt # X;)dt (3.2)
= E(Leb(t € T: X; # X/)).
Da cio6 discende che X e X’ sono equivalenti se e solo se vale una delle relazioni seguenti:
e per Leb-q.o. t € T si ha P(X; # X{) = 0, cioé¢ X;(w) = X{(w) per P-q.0. w € ;
e per P-q.o. w € O si ha Leb(t € T : X;(w) # Xi(w)) =0, cioé X;(w) = X{(w) per Leb-q.o. t € T.
Ricordiamo che se X e X’ sono modificazione I'uno dell’altro, per ogni t € T si ha X; = X, q.c.. Quindi,

per processi misurabili a valori in uno spazio metrico, la nozione di equivalenza ¢é pitt debole della nozione
di modificazione (e, a maggior ragione, della nozione di indistinguibilita).

3.1.4. FILTRAZIONI E IPOTESI STANDARD. Dato uno spazio misurabile (£2, F), si
dice filtrazione una famiglia crescente {F;}ier di sotto-o-algebre di F, cioé tale che
Fs C Fy per ogni s,t € T con s < t. Un esempio tipico € dato dalla filtrazione naturale
{FX}ier di un qualunque processo X = {X¢}ser, definita da FX := o({ Xy buer, u<t) ©
introdotta nel paragrafo del capitolo 2

Data una filtrazione {F;}ier, definiamo Foo := o({Ft}teT) come la pit piccola o-
algebra che contiene tutte le F;.

L’interpretazione intuitiva € che la o-algebra JF; rappresenti I'informazione disponibile
fino all’istante t: pit precisamente, F; contiene gli eventi conoscibili entro l’istante t,
ossia quelli per cui al tempo ¢ € possibile dire se si siano verificati oppure no. Nel caso
speciale della filtrazione naturale di un processo X = {X;}ser, la o-algebra F;, = .7-"tX =
0 ({Xu }uet, u<t) contiene intuitivamente la “storia” del processo X fino all'istante ¢, ossia
gli eventi esprimibili come funzione (misurabile) delle variabili { Xy },e(0,4-

Oltre a richiedere la misurabilita dei processi X e X’, perché I'insieme {(¢,w) € TxQ : Xi(w) # X (w)}
che appare in sia misurabile occorre fare qualche ipotesi minimale di regolarita sullo spazio di arrivo
(E,€), che garantisca che la diagonale {(z,y) € E X E : x = y} sia misurabile in (E x E,E ® £); &
sufficiente, per esempio, richiedere che E sia uno spazio metrico (con & = B(E)).
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Uno spazio di probabilita (2, F, P) munito di una filtrazione {F;}ser & detto spazio
(di probabilita) filtrato e sara indicato con (Q, F, {F:}iet, P).

DEFINIZIONE 3.7. Dato uno spazio di probabilita completo (€2, F,P), una filtrazione
{Fi}ier su (2, F,P) si dice completa se, per ogni t € T, la o-algebra F; contiene tutti
gli eventi di F di probabilita nulla.

Ricordiamo che in uno spazio di probabilita completo (2, F,P) gli insiemi P-trascurabili,
ossia i sottoinsiemi degli eventi di probabilita nulla, sono essi stessi eventi.
Assumiamo d’ora in avanti che T = [0, 00) oppure T = [a, ], con 0 < a < b < 0.
Data una filtrazione {F;}sct, definiamo Fiy := (1,5, Fu, per ogni t < sup(T); se
T = [a,b], poniamo Fp, := Fp. Intuitivamente, la o-algebra F;; contiene gli eventi
conoscibili immediatamente dopo l'istante t.

DEFINIZIONE 3.8. Una filtrazione {F;}ier si dice continua a destra se si ha
I'uguaglianza F; = F;4 per ogni ¢t € T.

Osserviamo che Fy; C Fiy C Fiye, per ognit € T e € > 0, come si verifica facilmente.
Si noti che Fy4 puo essere strettamente pitt grande di F: per esempio, se X = {Xg}s>0 €
un processo reale, 'evento A := {lim, o X;, 1 =0} € F7, ma in generale A ¢ ftxﬂ

DEFINIZIONE 3.9. Diciamo che una filtrazione {F;}1eT su uno spazio di probabilita
completo (2, F,P) soddisfa le ipotesi standard se é completa e continua a destra.
In questo caso, (2, F,{Fi}ieT, P) ¢ detto spazio (di probabilita) filtrato standard.

Data una filtrazione generica {F;}ter su uno spazio completo (2, F,P), se ne possono
considerare alcune estensioni.
e Ponendo F; := o(F;, N), dove N := {C € F : P(C) = 0}, si ottiene una filtrazione
completa: {F}ier € la pit piccola filtrazione completa che estende {F; }ier;
e Considerando {Fi4 }ier, si ottiene una filtrazione continua a destra (esercizio):
{Fi+ }ter ¢ la piu piccola filtrazione continua a destra che estende {F;}ier.
e Combinando i punti precedenti, si ottiene la filtrazione {F;; }set = {0(Fis, N) }ter,

detta ampliamento standard di {F;}ier: si tratta della pit piccola estensione di
{Fi }ter che soddisfa le ipotesi standard.

La ragione per cui insistiamo su queste proprieta € che in molti casi risulta tecnicamente
conveniente lavorare con uno spazio filtrato standard (si veda per esempio 1'Esecizio 1.8
nel capitolo 1 in |Karatzas e Shreve, |1998], o il Lemma pitt sotto).

"Per esempio, sullo spazio (Q = {T,C},F = P(Q)) definiamo il processo X = {Xs}s>0 ponendo
Xs(w) =0 per s <t mentre X,(w) := 1{cy(w) per s > t. Definendo la o-algebra banale B := {0, 2}, la
filtrazione naturale del processo X ¢ data da FX = B per s < ¢ mentre FX = F per s > t. Si ha quindi
Fi¥ = B mentre F{§ = F; dato che A := {lim,_ 00 Xt+% =0} = {T}, segue che A g F*.
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3.1.5. PROCESSI ADATTATI E PROGRESSIVAMENTE MISURABILI. Definiamo ora
alcune importanti relazioni tra processi stocastici e filtrazioni. Assumiamo sempre che
T = [0,00) oppure T = [a,b], con 0 < a < b < 0.

DEFINIZIONE 3.10. Un processo stocastico { X }er, definito su uno spazio filtrato
(Q, F,{Fi}ter, P) a valori in uno spazio misurabile (F, £), si dice adattato alla filtrazione
(o adattato tout court) se per ogni t € T la variabile X; ¢ Fy-misurabile, cioé se X; &
misurabile come applicazione da (2, ;) in (E, ).

Per costruzione, ogni processo X ¢ adattato alla sua filtrazione naturale {F;* };cr, che
é la piu piccola filtrazione a cui X sia adattato. Infatti, si verifica facilmente che X ¢
adattato a una filtrazione {Fi}ier se e soltanto se ]-"tX C Fi per ognit € T.

Definiamo ora I'importante nozione di misurabilitd progressiva.

DEFINIZIONE 3.11. Un processo X = {X;}ser, definito su uno spazio filtrato
(Q, F,{Fi}teT, P) a valori in uno spazio misurabile (E, &), si dice progressivamente mi-
surabile se, per ogni T' € T, 'applicazione (¢,w) — X;(w) da ([a,T] x Q, B([a,T])® Fr)
a valori in (E, £) & misurabile, dove poniamo per brevita a := min(T).

Se X = {X;}ter € un processo progressivamente misurabile, é facile mostrare che X ¢
misurabile e adattato. Vale un parziale viceversa: se un processo & misurabile e adattato,
si puo dimostrare che ne esiste sempre una modificazione progressivamente misurabile (si
tratta di un risultato tutt’altro che banale).

Le nozioni di misurabilita e di progressiva misurabilita, all’apparenza piuttosto tecniche,
sono automaticamente verificate per una classe molto ampia di processi, come mostrano i
seguenti risultati.

LEMMA 3.12. Se un processo X = {X;}ser & continuo a destra, allora ¢ misurabile.
Se X é continuo a destra e adattato, allora & progressivamente misurabile.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo la seconda parte nel caso in cui T = [0, co). Fissiamo T' > 0 e definiamo

Xém =Xoe X=X, peruc (5T, 5= T), dove n € N e 1 <i < 2" Verifichiamo che la funzione
i

(u,w) — XM (w) ¢ misurabile da ([0, 7] x Q, B([0,T]) ® Fr) a valori in (E,): per ogni A € & si ha

{(u,w) €0, T x 2: XM (w) € A}
= ({0} x {Xo € A}) U |J (5T, 5T x {X 4 € 4}) € BO,T|® Fr,

i=1

poiché per ipotesi X & adattato. Dalla continuita a destra di X si ha X, (w) = lim,— 00 Xq(fw(w), per ogni
(u,w) € [0,7] x Q. La funzione (u,w) — X, (w) é dunque misurabile come limite di funzioni misurabili. [

Le conclusioni del Lemma precedente continuano a valere anche per processi q.c. conti-
nui, a patto di lavorare con spazi di probabilita e filtrazioni complete. Pitl precisamente,
vale la seguente estensione (omettiamo per brevita la semplice dimostrazione).
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LEMMA 3.13. Se un processo X = {X;}1eT € q.c. continuo a destra e se lo spazio di
probabilita (Q, F,P) & completo, allora X ¢ misurabile. Se X ¢ q.c. continuo a destra e
adattato a una filtrazione completa, allora X é progressivamente misurabile.

3.2. PROCESSI DI LEVY RISPETTO A UNA FILTRAZIONE

3.2.1. MOTO BROWNIANO RISPETTO A UNA FILTRAZIONE. Avendo introdotto
la nozione di spazio filtrato (2, F, {F:}+>0, P), ¢ utile rafforzare la definizione di moto
browniano nel modo seguente.

DEFINIZIONE 3.14. Un processo stocastico B = {B;};>¢ a valori in R%, definito su
uno spazio filtrato (2, F, {F: }+>0, P), & detto {F; }i>0-moto browniano d-dimensionale
(o moto browniano d-dimensionale rispetto alla filtrazione {F;}+>0) se ¢ adattato a
{Fi}+>0 e se soddisfa le seguenti proprieta:

(a) Bo =0q.c;

(b) per ogni 0 < s < t, il vettore aleatorio B; — By ¢ indipendente da Fy;
(c) per ogni 0 < s < ¢, si ha By — Bs ~ N(0, (t — s)I);
)

(d) B ¢ un processo q.c. continuo.

La richiesta che B sia adattato alla filtrazione {F;}+>o implica, come abbiamo gia osser-
vato, che {F;}+>0 deve contenere la filtrazione naturale di B: si deve cioé avere 'inclusione
Fi 2 FP = o({Bu}o<u<t) per ogni t > 0. Nel caso “minimale” in cui F; = FZ per ogni
t > 0, ritroviamo la caratterizzazione di moto browniano fornita dalla Proposizione [2.29
In altri termini, un moto browniano secondo la “vecchia” Definizione [2.27 non ¢ altro che
un {FP}i>0-moto browniano secondo la “nuova” Definizione .

In molti casi ¢ naturale (e conveniente) considerare una filtrazione {F; }+>¢ strettamente
pit grande di quella naturale del processo, come mostra 1’osservazione seguente.

OSSERVAZIONE 3.15. Sia B = {(Bt(l), ce Bt(d))}tzo un moto browniano d-dimensionale
e indichiamone con {G; := F};>¢ la filtrazione naturale. Abbiamo gia osservato che ogni
componente B = {Bgi)}tzo ¢ un moto browniano reale, ma in realta vale di pit. Infatti,
per il Teorema [2.29] il vettore aleatorio By — By ¢ indipendente da G, quindi a maggior
ragione ogni sua componente Bgi) — Bgi) ¢ indipendente da Gs. Questo significa che il
processo B® & in realta un {G:}+>0-moto browniano reale. Si osservi che G; = .7-',53 é piu

ampia della filtrazione naturale ]-}B(i) = a({B&i)}ogugt) della componente B, O

3.2.2. PROCESSI DI LEVY RISPETTO A UNA FILTRAZIONE. Per i risultati che
tratteremo nel resto di questo capitolo, vale la pena lavorare con una classe di processi
pit ampia del solo moto browniano, che andiamo ora a definire.
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DEFINIZIONE 3.16 (PROCESSI DI LEVY). Un processo stocastico X = {X;}+>0 a
valori in RY, definito su uno spazio filtrato (Q, F, {F; }i>0, P), & detto {F; }i>0-processo
di Lévy (d-dimensionale) — o processo di Lévy (d-dimensionale) rispetto alla filtrazione
{Fi}>0 — se ¢ adattato a {F;}+>0 e se soddisfa le seguenti proprieta:

(a) Xo=0q.c;

(b) per ogni 0 < s < t, il vettore aleatorio (X; — X;) ¢ indipendente da Fj;

(c) per ogni 0 < s <t e per ogni h > 0, i vettori (Xy4n — Xsqn) € (X — Xs) hanno
la stessa legge;

(d) X & un processo q.c. continuo a destra.

Nel caso in cui {F; }i>0 = {F7* }1>0 sia la filtrazione naturale del processo, X = {X;}i>0
¢ detto semplicemente processo di Lévy (d-dimensionale).

Rispetto alla Definizione di {F;}+>0-moto browniano, sono state semplicemente ri-
lassate le condizioni (d) e (d)). Di conseguenza, un {F;};>o-moto browniano d-dimensionale
¢ un caso particolare di {F;}+>o-processo di Lévy d-dimensionale, per cui tutti i risultati
che seguono si applicano in particolare al moto browniano. Sottolineiamo che la classe dei
processi di Lévy é ricca e contiene processi molto diversi dal moto brownianom

Ricordando la dimostrazione della Proposizione ¢ facile vedere che la proprieta
(o) della Definizione implica I'indipendenza degli incrementi: pitl precisamente, se
X ={Xi¢}t>0 € un {F; }i>o0-processo di Lévy (d-dimensionale), per ogni k € N e per ogni
0 <t; <...<tyivettori aleatori { Xy, — Xy, , }1<i<k sono indipendenti.

Una conseguenza molto importante della definizione di processo di Lévy ¢é la seguente.

PROPOSIZIONE 3.17. Sia X = {X;};>0 un {F; }+>0-processo di Lévy (d-dimensionale).
Allora il processo X é indipendente dalla o-algebra Fj.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo mostrare che le o-algebre o(X) (si ricordi la Definizione[2.23)
e Fo sono indipendenti. Ricordando che una base di o(X) ¢ data dalla famiglia J*
definita nell’equazione , é sufficiente dimostrare I'indipendenza del vettore aleatorio
(Xs1s--.,Xs,) da Fo, perogni k e Ne 0 <51 < ... < s fissati.

Introduciamo gli incrementi Y; := X, — X, |, per 1 <i <k (con sp := 0) e mostriamo
I'indipendenza delle o-algebre {Fy,o(Y1),...,0(Y%)}. Per ogni scelta di D € Fy e di
Ay, ..., Ay, € B(R?), dobbiamo mostrare che

i=1 i=1

k k
P (D n({Yie Ai}> =P(D)[[P(¥i € 4). (3.3)

Procediamo per induzione su k. Il caso k = 1 segue immediatamente dall’indipendenza di
Y = X, — Xo da Fo, per la proprieta (b) della Definizione Sempre per la stessa

fOsserviamo tuttavia che, come gia notato nell’Osservazione ogni processo di Lévy X ¢.c. continuo
(non solo g.c. continuo a destra) & dato da una semplice trasformazione del moto browniano: piu
precisamente, si pud scrivere X; = aB; 4 bt, dove a,b € R e B = {B:}/c[0,00) ¢ un moto browniano.
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proprieta, V3, = X, — X, | ¢ indipendente da F;, . Osservando che

k—1
Dn({Yi€ A} € Fo_y
=1

perché i vettori Y¥; = X, — X, |, sono F,

s,_,-misurabili per ¢ < k — 1, possiamo scrivere

k k-1
P (Dﬂ (Y eAi}> =P (Dﬁ (Vi 6Az‘}>'P(Yk € Ag),

=1 =1

e la relazione segue per 'ipotesi induttiva.

Dall’indipendenza delle o-algebre {Fy,o(Y1),...,0(Y%)} segue l'indipendenza del vet-
tore aleatorio (Y1,...,Y%) dalla o-algebra Fy. Dato che X, = Y7 + ... + Y, per ogni
1 < i < k, il vettore aleatorio (Xj,,...,Xs,) ¢ funzione misurabile di (Y7,...,Y%) e
dunque é anch’esso indipendente da Fy. [

3.2.3. AMPLIAMENTO DELLA FILTRAZIONE. Sia X un {F;}s>o-processo di Lévy
(d-dimensionale) e sia {F}}s>0 una filtrazione ristretta che contenga la filtrazione naturale
di X, ossia .7-"3( C F. C Fs per ogni s > 0. E immediato allora verificare che X & un
{F.}s>0-processo di Lévy (d-dimensionale).

Se consideriamo invece una filtrazione ampliata F. O Fs, non ¢ detto che X sia un
{F!'}s>0-processo di Lévy (d-dimensionale), perché la proprieta della Definizione
potrebbe non valere per F.. Un caso molto importante di ampliamento che non crea
problemi ¢ dato da {Fsy}s>0, come mostriamo ora.

PROPOSIZIONE 3.18. Ogni {F;}>o-processo di Lévy (d-dimensionale) X = {X;}+>0
¢ anche un {Fi4 }4>o-processo di Lévy (d-dimensionale).

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo solo verificare che X; — X, é indipendente dalla o-algebra
Fst := [Neso Fste- Per la proprieta (]ED della Definizione per ogni € > 0 si ha
che X;1c — Xsye € indipendente da Fsy., quindi a maggior ragione é indipendente da
Fs+ C Fgsire. Di conseguenza, ricordando la relazione 7 perogni A € Fyy con P(4) >0
e per ogni ® : R — R continua e limitata si ha

E(®(Xit1/n — Xoqi/n) [ A) = BE(@(Xiq1/n — Xoti/n)) 5 Vn € N. (3.4)

Per definizione il processo X & q.c. continuo a destra. Dato che la funzione ® é continua
e limitata, si ha limy, 0o ®(X41/n — Xoy1/n) = ®(Xy — Xs) q.c. e, prendendo il limite
n — oo in (3.4), per convergenza dominata si ottiene

E(q)(Xt - Xs) | A) = E((I)(Xt - Xs)) s

per ogni A € Fy, e per ogni funzione ® : R? — R continua e limitata. Ricordando ancora
la relazione (3.1)), 'indipendenza di X; — X da F,1 ¢ dimostrata. O
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Combinando la Proposizione [3.17] e la Proposizione [3.1§] si ottengono conseguenze
molto interessanti.

TEOREMA 3.19 (LEGGE 0-1 DI BLUMENTHAL). Sia X = {X;};>0 un processo di
Lévy (d-dimensionale) e sia {F;* }4>¢ la sua filtrazione naturale. La o-algebra Fg\ &
banale: per ogni A € Fg', si ha P(A) = 0 oppure P(4) = 1.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi X = {X;};>0 ¢ un {F}* };>o-processo di Lévy, quindi per
la Proposizione é anche un {fﬁ}tzo—processo di Lévy. Per la Proposizione il
processo X = {X;};>0 ¢ indipendente da Fg_, cioé o(X) := o({X;}+>0) ¢ indipendente
da f(ﬁ. Dato che }“gfr C o(X), segue che ]-"gi ¢ indipendente da sé stessa: per ogni
A € Fg si ha dunque P(A) = P(ANA) = P(A)?, per cui P(A) = 0 oppure P(4) =1. O

Sottolineiamo che la o-algebra f@)fr non é vuota, ma contiene al contrario molti eventi
interessanti. Intuitivamente, essa consiste di tutti gli eventi che si possono decidere (ossia,
per i quali si puo dire se si siano verificati) osservando il processo X in un intorno
arbitrariamente piccolo dell’origine. Ad esempio, qualunque sia la funzione f : [0,00) —
(0,00), gli eventi {limsupy, o X5/ f(h) = 1} e {liminf, o X/ f(h) = —1} sono in Fg: di
conseguenza, per dimostrare che le relazioni in (2.31)) per il moto browniano valgono q.c.
(per ty = 0, senza perdita di generalita), basta mostrare che esse sono verificate su un
evento di probabilita strettamente positiva.

Supponiamo ora che {F;};>0 sia una filtrazione su uno spazio di probabilita (€2, F,P) completo.

PRrOPOSIZIONE 3.20. Ogni {F;};>o-processo di Lévy (d-dimensionale) X = {X;};>0 & anche un
{Ft+ }+>o0-processo di Lévy (d-dimensionale).

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo verificare che X; — X ¢ indipendente dalla o-algebra Fs 1= o(Fst, N),
dove NV := {C € F : P(C) = 0}. Affermiamo che vale il seguente fatto generale: se una variabile Y ¢é
indipendente da una o-algebra H C F, lo é anche da H := o(#, N). Ricordando la Proposizione e
scegliendo Y = Xy — X5 e H = Fs+, si ha la tesi.

Resta da verificare quanto affermato. Ricordiamo che A € H se e soltanto se esistono A’ € H e
C € N tali che AA A" = C. Dato che P(C) = 0, segue che P(A) = P(A’) e piu in generale che
P(FNA) =P(FnNA), per ogni F € F. Scegliendo F = {Y € D} e ricordando che Y ¢ per ipotesi
indipendente da H, si ha dunque

P(Y € D,A) = P(Y € D,A') = P(Y € D) P(4) = P(Y € D) P(A),

da cui segue I'indipendenza di Y da H, per I’arbitrarieta di D € B(R™) e di A € H. O

3.3. TEMPI D’ARRESTO

Ricordiamo che T indica un sottoinsieme di R, che ha la funzione di insieme dei tempi. Ci
limitiamo per semplicita ai casi T = Ny, T = [0, 00) oppure T = [a, b, con 0 < a < b < oc.

Introduciamo la nozione fondamentale di tempo d’arresto. Ricordiamo che, data una
filtrazione {F; }ter su uno spazio di probabiita (2, F, P), indichiamo con Foo := o ({F¢ }teT)
la pitt piccola o-algebra che contiene tutte le F;.
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DEFINIZIONE 3.21. Dato uno spazio filtrato (2, F, {F; }teT, P), un tempo d’arresto
¢ una variabile aleatoria 7 : Q — T U {+o0o} tale che {T <t} € F;, per ogni t € T. Si
definisce la g-algebra F, ponendo

Fri={AeFu: AN{r <t} e F, VteT}. (3.5)

Per verificare che F, & una o-algebra, si noti che (AN {7 <t}) U (A°N{r <t}) = {7 < t}, da cui segue
che A°N{r <t} ={r <t} \(ANn{r <t}) ={r <t}n(An{r <t})¢ quindi se A € F, anche A° € F-.
Le verifiche che () € F; e che UneN A, € Fr se A, € Fr per ogni n € N sono immediate.

Intuitivamente, un tempo d’arresto descrive un istante aleatorio deciso in base all’in-
formazione disponibile fino al tempo presente, cioé senza guardare al futuro. Infatti la
condizione {7 <t} € F; significa che possiamo dire se I'istante 7 & scoccato prima di ¢
sulla base dell’informazione disponibile fino al tempo ¢.

Se la g-algebra F; contiene intuitivamente gli eventi conoscibili entro l'istante ¢, la
o-algebra F; contiene intuitivamente gli eventi conoscibili entro l'istante (aleatorio) T.
La condizione A N {7 < t} € F; significa infatti che, quando istante 7 & scoccato prima
di ¢, 'evento A risulta conoscibile entro il tempo t.

OSSERVAZIONE 3.22. Nel caso discreto T = Ny, affinché 7 sia un tempo d’arresto &
sufficiente richiedere che {7 = n} € F,, per ogni n € N. Analogamente, gli eventi A € F,
sono tutti e soli quelli per cui AN {7 =n} € F, per ogni n € N. O

Vediamo ora un esempio tipico di tempo d’arresto. Sia X = {X;};er un processo
stocastico, definito su uno spazio filtrato (Q, F, {F; }ieT, P) a valori in uno spazio me-
trico (F,€) munito della o-algebra boreliana, che sia adattato alla filtrazione. Dato un
sottoinsieme D C F, definiamo il tempo d’ingresso di X in D ponendo

mp = inf{t € T: X; € D},

con la convenzione inf{(} := oo.

Nel caso di insieme dei tempi numerabile, T = Ny, ¢ molto facile mostrare che 7p
& un tempo d’arresto, per ogni insieme D € £. Se invece l'insieme dei tempi é pitt che
numerabile sono necessarie ipotesi aggiuntive. Per il prossimo risultato supponiamo che
T =[0,00) 0 T = [a,b] C[0,00).

LEMMA 3.23. Se il processo X = {X; }ieT € adattato e continuo a destra, allora:
(a) per ogni insieme chiuso C' C E, la variabile 7¢ & un tempo d’arresto;

(b) per ogni insieme aperto A C F, la variabile 74 é un tempo d’arresto per la
filtrazione {Fi+ }et (quindi & un tempo d’arresto se {F; }ier € continua a destra).

Entrambe le proprieta sono vere anche nel caso in cui X sia solo g.c. continuo a destra,
purché lo spazio di probabilita (€2, F,P) e la filtrazione {F;}icr siano completi.

DiMOSTRAZIONE. Indicando con d(-,-) la distanza in E, & noto (e facile da verificare) che per ogni
sottoinsieme D C F la funzione x — d(z, D) := inf.ep d(z, z), definita da E in R, ¢ continua; inoltre, se
C C E & un sottoinsieme chiuso, si ha che d(z,C) = 0 se e solo se z € C. Di conseguenza, se X ¢ un
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processo continuo a destra, per ogni w € 2 la funzione reale u — d(X,(w),C) & continua a destra e si
annulla in tutti e soli i punti u > 0 per cui Xy (w) € C. Possiamo dunque scrivere

< = 13 T : Xu7 = = inf Xu7 = .
{re <t} {FueTnl0,t]: d(Xu.C) =0} {uE(Tﬂ[O}HﬁQ)U{t}d( ) 0}

Se X é adattato, per ogni u € TN 0, ¢] la variabile aleatoria X, & F;-misurabile, quindi anche d(X., C)
lo ¢ (composizione di funzioni misurabili). L’estremo inferiore di una famiglia numerabile di funzioni
Fi-misurabili & Fi-misurabile, per cui ’evento in questione é in F;.

Per quanto riguarda 74, si noti che per ogni s > 0

{ra<st = |J {Xued} = U {x.ea},

uweTN|0,s) weTN[0,s)NQ

per cui {ra < s} € F.. Si noti che {ra < t} = ,-n{7a < t+ 1}, per ogni N fissato, da cui
{ra <t} € }—t-&-ﬁ' Dato che cio & vero per ogni N € N, si ha che {74 <t} € ycy ‘FH-% = Fit.
L’estensione al caso in cui X & solo g.c. continuo a destra ¢ immediata. O

D’ora in avanti supponiamo per semplicita che T = [0, 00). Elenchiamo alcune proprieta
dei tempi d’arresto, la cui verifica & lasciata come esercizio. Per ogni istante ¢y fissato,
il tempo (deterministico) definito da 7(w) = to per ogni w € £ & un tempo d’arresto.
Inoltre, per ogni tempo d’arresto 7 si ha che:

e la variabile aleatoria 7 & F,-misurabile (basta verificare che {T <t} € F, per ogni
t €[0,00));
e 7+ ¢ & un tempo d’arresto, per ogni costante ¢ > 0.
Dati due tempi d’arresto 7 e o, definiti sullo stesso spazio filtrato, si ha che:
e 7 Ao :=min{7,0} e 7V o :=max{7,0} sono tempi d’arresto;

e se 0(w) < 7(w) per ogni w € Q, allora F, C F;.

LEMMA 3.24. Se X = {X;}+>0 ¢ un processo progressivamente misurabile e 7 ¢ un
tempo d’arresto finito, X, (cioé w + X, (,)(w)) & una variabile aleatoria J-misurabile.

Questo risultato vale anche nel caso in cui 7 € q.c. finito, a patto di definire X := ¢
sull’evento {7 = oo}, dove ¢ ¢ un arbitrario elemento fissato di E.

DIMOSTRAZIONE. Si noti che X; & una funzione misurabile, in quanto composizione delle funzioni
misurabili w — (w, 7(w)) e (w, t) — X¢(w). Resta da dimostrare che, per ogni A € &, si ha {X; € A} € F;,
il che equivale a dire che, per ogni t > 0, {7 <t} N {X, € A} € F:.

Poniamo ; := {7 <t} = {w € Q: 7(w) < t}. Muniamo Q; della o-algebra ristretta 7| := {A €
Fi: A C Q) = Fi N Qy, ottenendo lo spazio misurabile (€, F¢|). Si noti che applicazione ristretta
7 : (Q¢, Fi|) = [0, 00) ¢ misurabile, in quanto

{weQ: 7(w)<s} = Un{r<s} = {7 <min{s,t}} € F.

Di conseguenza, anche I’applicazione ristretta X : (¢, F|) — (E, £) & misurabile, in quanto composizione
delle applicazioni misurabili w — (w, 7(w)) da (2, F|) in (€ x [0,¢], Fi| ® B[0,1]) e (w,t) — X¢(w) da
(€ x [0,¢], F¢| ® B[0,t]) in (E, ). Di conseguenza, per ogni A € £ si ha che

{TSt}m{XTGA} = {WGQtIXT(w)(w)GA} S ]:tl c F,

e la dimostrazione é conclusa. O
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Chiudiamo il paragrafo con un utile risultato di approssimazione: se 7 ¢ un tempo
d’arresto, esiste una successione decrescente 7, di tempi d’arresto discreti (che assumono
cioé una quantita al pitt numerabile di valori) tali che, per ogni w € Q, 7,(w) | 7(w) per
n — oo e inoltre 7, (w) = oo se e solo se 7(w) = oo, per ogni n € N. Basta infatti porre

PICER]

(@) = Y g T (7)) + 00y (7()).
k=0

Chiaramente 7(w) < 7, (w) < 7(w) + 27", da cui segue che 7, | 7. Inoltre 7, & un tempo
d’arresto per ogni n € N, dal momento che

{m<tt = U {re(F 5}

k<t2n

e{re€(a,b)}={r<b}n{r<a}°e€ Frperogni0<a<b<t.

3.4. LA PROPRIETA DI MARKOV FORTE

Abbiamo visto nella Proposizione I'invarianza del moto browniano per traslazioni
temporali. Estendiamo ora questa proprietd in modo sostanziale a tutti i processi di Lévy,
considerando tempi d’arresto invece di tempi deterministici.

TEOREMA 3.25 (PROPRIETA DI MARKOV FORTE PER PROCESSI DI LEVY). Sia
X = {Xi¢}>0 un {Ft}e>o-processo di Lévy (d-dimensionale) e sia 7 un tempo d’arresto
g.c. finito. Per t € [0,00) definiamo Z; := X,y — X; e Gy := Fr4. Allora il processo
Z =A{Zi}>0 € un {G; }y>o-processo di Lévy (d-dimensionale) con la stessa legge di X.

DiMOSTRAZIONE. Notiamo innanzitutto che 7 + ¢ ¢ un tempo d’arresto, per ogni ¢ > 0,
quindi G; := Fr44 € ben definita come o-algebra, cf. . Dal fattoche 7+ s <7+t
per s < t segue che {G;}+>0 ¢ una filtrazione. Notiamo inoltre che, per il Lemma
Zy = Xr4t — X, & Frye-misurabile, quindi il processo Z ¢ adattato alla filtrazione {G; }+>0.

Mostriamo ora che il processo Z soddisfa le proprieta della Definizione[3.16] Le proprieta
@ e @ sono immediate: infatti Zy = X; — X, = 0 e Z & un processo q.c. continuo a
destra, perché per ipotesi X lo é. Per ottenere le proprieta (]ED e , cominciamo a fissare
due istanti 0 < s < ¢, una funzione ® : R? — R continua e limitata e un evento G € G
con P(G) > 0 e mostriamo che vale la seguente relazione:

E(®(Xr 1t — X714)|G) = E(®(X¢—)) - (3.6)

Cominciamo a supporre che il tempo d’arresto 7 assuma un insieme finito o numerabile
di valori {t,;, }mer. Per ogni m € I possiamo scrivere

E(®(Xr4t — Xris)1la1r=t,,)) = B(@(Xiptt — Xtyts) Lonfr=t,}) -

Per ipotesi G € G := Fris, quindi GN{T =t} = GN{r+ 5 =ty + s} € F, +s-
D’altro canto, X ¢ un processo di Lévy e per la proprieta (]ED della Definizione la
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variabile X, 4+ — X3, +s ¢ indipendente da Fy, +s; quindi le variabili ®(Xy, +¢+ — X4, +5)
e lgn{r=t,,} sono indipendenti. Di conseguenza

E(®(X, 11— Xrso)lal(ry,y) = BO(X, 41 — Xo,hs) - PG O {r = tn}).

Per le proprieta @ e (]ED della Definizione Xt,,+t — Xt,,+s ha la stessa legge di X;_g,
per cui sommando su m € I 'ultima relazione si ottiene

B(®(Xrit — Xrys)le) = Y BO(Xrst — Xryo)lalir—t,,y)
mel
=EB(®(X;-4)) Y P(GN {7 =tn}) = B(2(X,—,)) - P(G).

mel

Abbiamo dunque dimostrato la relazione (3.6)) se 7 sia un tempo d’arresto discreto.
Per trattare il caso in cui 7 é un tempo d’arresto arbitrario, sia 7,, una successione di
tempi d’arresto discreti tali che 7, | 7. Per quanto gia mostrato, si ha

E(®(Xy, 41t — X5, 45)|G) = B(®(X,—,)),  VneN.

Il processo X & q.c. continuo a destra e la funzione ® ¢ continua, quindi ®(X,, 1+ —
Xr4s) = ®(Xryt — Xr4s) q.c. per n — 0o. Per convergenza dominata (ricordiamo che

® ¢ limitata) si ottiene dunque la relazione (3.6 nel caso generale.
Dato che Z; — Zy = X4+ — X1, possiamo riscrivere la relazione (|3.6) come

E(®(Z; — Z,)|G) = E(®(Xi—)) (3.7)

per ogni 0 < s < t, per ogni funzione ® : R — R continua e limitata e per ogni evento
G € G5 con P(G) > 0. Scegliendo G = (2, otteniamo in particolare

E((I)(Zt - Zs)) = E(q)(ths)) . (3'8)

Ricordando che una probabilita é determinata dagli integrali delle funzioni continue,
questa relazione mostra che la legge di Z; — Z; € una funzione di t — s, dunque la proprieta
della Definizione é soddisfatta. Ricordando la relazione (3.1)), segue da (3.7) e
che la variabile Z; — Z; é indipendente da G, dunque ¢é verificata anche la proprieta
@. Abbiamo quindi provato che Z ¢ un {G; }+>o-processo di Lévy.

Resta infine da mostrare che Z e X hanno la stessa legge. FEssendo entrambi processi
di Lévy, é sufficiente mostrare che per ogni ¢ > 0 le variabili Z; e X; hanno la stessa legge
(cf. il Lemma piu sotto), e questo segue dalla relazione con s = 0. O

LEMMA 3.26. Due processi di Lévy (d-dimensionali) X = {X;:}>0, Z = {Zi}+>0
hanno la stessa legge se e solo se le variabili X; e Y; hanno la stessa legge, Vt > 0.

DiMOSTRAZIONE. Due processi hanno la stessa legge se e solo se hanno le stesse leggi
finito-dimensionali. Mostriamo dunque che, se Z; ha la stessa legge di Xy, per ogni t > 0,
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allora i vettori aleatori (Z,, Zs,, ..., Zs,,) € (Xs,, Xsy, ..., X5, ) hanno la stessa legge, per
ogni ke Nel0<s; <sy<...<sg (il viceversa & evidente).

Conviene introdurre i vettori degli incrementi Ay := (Zs,, Zs, — Zsy, ..., Zs,, — Zs;,_,)
e Ax = (X5, X, — Xoy,- s X5, — Xs,_y)- Sinoti che (Zs,,Zs,,...,Zs,) = f(Az) e
analogamente (X, Xs,,..., X, ) = f(Ax), dove f indica la stessa funzione misurabile

Di conseguenza ¢ sufficiente mostrare che i vettori aleatori Az e Ax hanno la stessa legge
(perché?). Entrambi i vettori hanno componenti indipendenti (i processi di Lévy hanno
incrementi indipendenti), quindi basta mostrare che le leggi delle rispettive componenti
coincidono. Per la proprieta della Definizione Zs, — 4. ha la stessa legge di

Si—1
Zs,—s, , ¢ analogamente X, — X, | ha la stessa legge di X, 5, ,, quindi la conclusione

segue dall’ipotesi che Z; e X; abbiano la stessa legge per ogni ¢ > 0. O

Per comodita, nei prossimi due teoremi (che sono corollari del Teorema e della
Proposizione formuliamo esplicitamente la proprieta di Markov forte per il moto
browniano, considerando innanzitutto il caso speciale di tempi d’arresto deterministici
(proprieta di Markov semplice).

TEOREMA 3.27 (PROPRIETA DI MARKOV SEMPLICE PER IL MOTO BROWNIANO).
Se B = {B;}i>0 ¢ un {F;}+>0-moto browniano (d-dimensionale), per ogni ¢y > 0 fissato
il processo Z = {Z;}+>0 definito da Z; := By 4+ — By, ¢ un {F¢,++ }+>0-moto browniano
(d-dimensionale) indipendente dalla o-algebra F;,.

TEOREMA 3.28 (PROPRIETA DI MARKOV FORTE PER IL MOTO BROWNIANO). Sia
B = {B;}+>0 un {F;}+>0-moto browniano (d-dimensionale) e sia 7 un tempo d’arresto
g.c. finito. Ponendo Z; := B4+ — B; per t > 0, il processo Z = {Z:}4>0 ¢ un
{Fr4t}t>0-moto browniano (d-dimensionale) indipendente da F.

3.5. IL PRINCIPIO DI RIFLESSIONE

Tra le molteplici conseguenze della proprieta di Markov forte, dimostriamo il celebre
principio di riflessione per il moto browniano reale (si veda la Figura |3.1]).

TEOREMA 3.29 (PRINCIPIO DI RIFLESSIONE). Sia B = {B;};>0 un moto browniano
reale e siano Sy := supg< <y Bs € 7, := inf{t > 0: By = a}. Per ogni a,t > 0 si ha

P(rq <t) = P(St>a) = P(|By| > a).

DIMOSTRAZIONE. La prima uguaglianza € ovvia. Per la seconda, notiamo che

P(S; >a) = P(S; > a, Bt > a) + P(S; > a, B: < a)
= P(B,>a) + P(S; >a, Bi<a).

YEsplicitamente: f(y1,...,%5) = (Y1, 41 + Y2,..., 41 + ... + yx), per ogni (y1,...,yx) € (RY".



70 3. PROCESSI DI LEVY E PROPRIETA DI MARKOV

0 'M Ta t

F1cUuraA 3.1. Rappresentazione grafica del principio di riflessione: la linea
tratteggiata mostra la porzione di traiettoria Z = {Z;}o<s<¢—r, dopo la
riflessione.

Introducendo il processo Z := {Zs = B,, s — By, }s>0, possiamo scrivere
P(St >a, By < a) = P(Ta <t, B <a) = P(Ta <t, Zt—’Ta <0),

perché B;, = a. Indicando con C := C(]0,00),R) lo spazio delle funzioni continue da
[0,00) in R, possiamo vedere Z come una variabile aleatoria a valori in C. Definiamo

Hy == {(s,f) €[0,00) xC: s<t e f(t—s)<0}.

Il sottoinsieme H; ¢ misurabile in [0, 00) x C, perché I'applicazione (s, f) — f(t —s) &
continua su [0, t] x C, e possiamo scrivere

P(S; >a, By <a) = P((14,2) € Hy).

Per la proprieta di Markov forte (Teorema , il processo Z ¢ un moto browniano
indipendente da F,,, quindi ¢ indipendente dalla variabile 7, (che & F; -misurabile e
dunque o(1,) C ]'—m)-lﬂ Dato che Z ha la stessa legge di —Z, cioé la misura di Wiener (sono
entrambi moti browniani), le variabili aleatorie (74, Z) € (74, —Z), a valori in [0, 00) x C,
hanno la stessa legge congiunta, data dal prodotto della legge di 7, con la misura di
Wiener; di conseguenza P((7,,2Z) € Hy) = P((74, —Z) € H¢). Si ha dunque

P(S;>a, Bi<a) =P ((Ta,—Z) € Ht) = P(r, <t, —Z4_r, <0)
= P(r,<t,B;>a) = P(By>a) = P(B;>a).
Abbiamo dunque mostrato che P(S; > a) = 2P(B; > a) = P(|By| > a). 0

I principio di riflessione mostra che, per ogni t > 0, S; ha la stessa legge di |By|.
Sottolineiamo che 'uguaglianza in legge vale solo per un istante fissato: infatti i processi
{St}i>0 € {|Bt|}+>0 sono molto diversi (il primo ¢ crescente, mentre il secondo no!).

TPer applicare il Teorema dovremmo teoricamente sapere che 7, < 00 q.c., ma in realtd non ce
n’¢ bisogno: ai fini della dimostrazione basta infatti ridefinire 7, come min{q, 2t}.
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In questo capitolo richiamiamo le nozioni e i risultati fondamentali sulla speranza con-
dizionale e la teoria delle martingale (per maggiori dettagli, si veda [Williams| (1991]).
Ricordiamo la notazione a A b := min{a, b}, per a,b € R.

4.1. SPERANZA CONDIZIONALE

4.1.1. DEFINIZIONE. Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e sia G una sotto-o-algebra
di F. E possibile mostrare che per ogni variabile aleatoria reale integrabile X definita
su () esiste una variabile aleatoria reale Z che sia G-misurabile (cio¢ Z : (2,G) — R ¢
misurabile) e tale che valga la seguente relazione:

/XdP /ZdP, coé  B(X14) = E(Z14), VAe€G. (41

Questo ¢ equivalente a richiedere che E(XY) = E(ZY) per ogni variabile aleatoria
reale Y G-misurabile e limitata. La variabile Z non é unica: tuttavia, se Z1, Zo sono
variabili aleatorie G-misurabili per cui vale , si ha che Z; = Z5 q.c.. Risulta dunque
univocamente determinata la classe di equivalenza in L'(, G, P) delle variabili aleatorie
Z che soddisfano la relazione (4.1]), per ogni A € G, che & detta speranza condizionale di
X rispetto a G ed ¢ indicata con E(X|G). Con abuso di notazione, chiameremo “speranza
condizionale” ogni specifico elemento Z di E(X|G) e scriveremo Z = E(X|G) q.c..

Intuitivamente, la speranza condizionale E(X|G) ¢ la variabile aleatoria G-misurabile
che meglio approssima X. Qualche esempio basilare:

e se X ¢ G-misurabile si ha E(X|G) = X q.c.;

e se G ={0,Q} si ha E(X|G) = E(X) q.c;

e se G={0,A, A°, Q}, per un opportuno A € F con 0 < P(A) < 1, si ha E(X|G) =
aly+blye qc., cona=EX|A) = ﬁ J4 X dP e analogamente b = E(X|A°) =
o Jae X AP,

4.1.2. PROPRIETA. Elenchiamo ora alcune proprieta della speranza condizionale. In

tutte le relazioni che seguono, X,Y,{X, },en sono variabili aleatorie reali integrabili

definite su (Q, F,P), G, H sono sotto-c-algebre di F e a, 8 sono numeri reali.
Cominciamo con alcune proprieta basilari:

o (Linearita) E(aX + Y |G) = a E(X|G) + 8 E(Y|G) q.c

e (Positivita) Se X > 0 q.c. allora E(X|G) > 0 q.c..

e (Jensen) Se ¢ : R — R & convessa e tale che ¢(X) sia integrabile, allora p(E(X|G)) <
E(p(X)9) a.c..

71
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Elenchiamo quindi tre proprieta squisitamente condizionali, di cui faremo uso frequente.
o (Raffinamento) Se H C G, allora E(E(X|G)|H) = E(X|H) q.c.. Segue in particolare
la relazione (molto utile) E(E(X|G)) = E(X), qualunque sia la o-algebra G.

o (Misurabilita) Se X ¢ G-misurabile e XY ¢ integrabile, allora E(XY'|G) = X E(Y|G)
q.c.. In particolare si ritrova E(X|G) = X q.c. se X é G-misurabile.

o (Indipendenza) Se X ¢é indipendente da G, E(X|G) = E(X) q.c..
Enunciamo infine le versioni condizionali dei classici teoremi di convergenza.

o (Convergenza monotona) Se X,, T X q.c. per n — oo, allora E(X,|G) 1 E(X|G) q.c..

e (Lemma di Fatou) Se X, > 0 q.c. per ogni n € N (o piu in generale se X,, > Y q.c.,
con |Y| integrabile), allora E(liminf,, . X,|G) < liminf,,_,. E(X,|G) q.c..

e (Convergenza dominata) Se |X,| <Y q.c. per ogni n € N, con Y integrabile, e se
X, — X q.c. per n — oo, allora E(X,,|G) — E(X|G) q.c..

4.1.3. ESEMPI E APPLICAZIONI. Dalla disuguaglianza di Jensen condizionale appli-
cata alla funzione convessa p(z) = |z|P (per p > 1), segue che |E(X|G)P < E(|X|P|G)
g.c.. Dato che E(E(]XP|G)) = E(|X|P) per la proprieta di raffinamento, si ha

IEXIG), < [ XIlp-

Questo mostra che I'applicazione che a una variabile aleatoria reale X € LP(Q, F,P)
associa la sua speranza condizionale E(X|G) ¢ un operatore (lineare) continuo, anzi
1-lipschitziano, da LP in sé. In particolare, se X,, — X in LP per n — oo allora anche
E(X,|G) — E(X|G) in LP.

Vediamo ora qualche esempio di calcolo di speranze condizionali relative al moto
browniano. Sia {F;};>¢ una filtrazione, definita sullo spazio di probabilita (2, F,P), e sia
B = {Bi}+>0 un {F;}+>0-moto browniano reale.

ESEMPIO 4.1. Per s <t si ha E(B|Fs) = Bs q.c.. Infatti
E(B|Fs) = E((By — Bs) + Bs|Fs) = E(By — Bs|Fs) + E(Bs|Fs) = Bs q.c.,
poiché B; — B, ¢é indipendente da Fs, mentre Bs & Fg-misurabile. ]

ESEMPIO 4.2. Per s < t si ha E(B?Fs) = B2+ (t — s) q.c.. Infatti, scrivendo B? =
((B; — Bs) + Bs)? e applicando le proprieta della speranza condizionale si ha

E(Bf|Fs) = E((B: — Bs)*|Fs) + E(B|Fs) + 2 E((B: — Bs)B;|Fs)
= E((B; — Bs)?) + B? + B, E(B; — Bs|F,) = (t—s)+ B2 qc.,
dove ¢ stato usato il fatto che By — Bs ~ N (0,t — s) ¢ indipendente da Fs. O

ESEMPIO 4.3. Per s <te A €R (0 anche A € C) si ha E(e’Bt|F,) = ABs T (0-5)/2 ¢ ¢
Infatti, scrivendo e*Bt = eABs eA(Bt=Bs) i ha che

E(GABtV—;S) — e)\BS E(B/\(BthS)’]:S) _ eABS E(e)\(Bths)) _ eABS e)ﬁ(t—s)/Zj

dove si ¢ usato il fatto che E(e*?) = eX*7°/2 se Z ~ N(0, 02). O
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4.2. MARTINGALE A TEMPO DISCRETO E CONTINUO

Per tutto il paragrafo supporremo che sia fissato uno spazio di probabilita filtrato standard
(Q, F,{Fi}ter, P). Esempi tipici di insieme degli indici T sono Ny (o un suo sottoinsieme
finito), la semiretta positiva [0, o) oppure un intervallo [a,b] C [0, c0).

DEFINIZIONE 4.4. Un processo reale adattato M = {M,}icr € detto submartingala
(risp. supermartingala, martingala) se M; & integrabile per ogni t € T e vale la seguente
relazione:

qc. E(M|Fs) > My (risp. <My, = M,), (4.2)

per ogni s,t € T con s < ¢.

La condizione (4.2]) puo essere riespressa come E(M; — M| Fs) > 0 (risp. <0, = 0)
q.c.. Si noti che M é una submartingala se e soltanto se —M ¢é una supermartingala.
Analogamente, un processo ¢ una martingala se e soltanto se € allo stesso tempo una
submartingala e una supermartingala.

Si definiscono (sub,super)martingale M = {M;};>¢ anche quando sullo spazio non ¢
definita una filtrazione: in questo caso si richiede che la relazione (4.2)) valga rispetto
alla filtrazione naturale {FM := o({My},ep0gnr) et Quando vorremo enfatizzare la
filtrazione, scriveremo che M & una {F; }ser-(sub,super)submartingala.

Osserviamo che, se M é una submartingala, segue da che E(M;) > E(Mj;) per
t > s, cioé M ¢ crescente in media. Analogamente, una supermartingala é decrescente in
media, mentre una martingala ¢ costante in media.

OSSERVAZIONE 4.5. Per dimostrare che E(M;|F,) > M q.c. é sufficiente mostrare che
E(M;14) > E(M14) per ogni A € Fs. Infatti, ponendo Z := E(M;|F;) per semplicita, da
questa relazione segue che E(M;14) = E(Z14) > E(M;14), dunque E((Z — M;)14) > 0,
per ogni A € F,. Resta solo da mostrare che cid implica che Z — Mg > 0 q.c., e avremo
ottenuto la relazione desiderata E(M;|Fs) > M q.c..

Questo segue da un fatto generale: se Y & una variabile aleatoria integrabile e G-
misurabile tale che E(Y14) > 0 per ogni A € G, si ha Y > 0 q.c.. Infatti scegliendo
A ={Y < 0} si ottiene E(Y1fygy) > 0; d’altro canto si ha chiaramente Y1y gy <0,
quindi E(Y1gygy) = 0. Essendo Y1y gy < 0, cio € possibile se e soltanto se Y1y gy =0
g.c., che equivale a P(Y < 0) = 0. Questo mostra che Y > 0 q.c.. O

LEMMA 4.6. Se M = {M;};cr ¢ una martingala e ¢ : R — R ¢ una funzione convessa
tale che (M) € L' per ogni t € T, il processo {p(M;)}ie & una submartingala.

Se M = {M;};eT ¢ una submartingala e ¢ & convessa e crescente tale che o(M;) € L!
per ogni t € T, {¢(My) }teT € una submartingala.

DIMOSTRAZIONE. Se ¢ € convessa, dalla disuguaglianza di Jensen per la speranza
condizionale segue che E(p(My)|Fs) > p(E(M¢Fs)) q.c..
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Se M ¢ una martingala, si ha E(M;|F;) = M; q.c. e dunque E(p(My)|Fs) > @(Ms)
q.c., cioé la tesi. Se M & una submartingala, si ha E(M;|Fs) > My q.c.; quindi, se ¢ ¢
crescente, 9(E(M;|Fs)) > @(Ms) q.c., da cui E(o(My)|Fs) > o(Ms) q.c.. O

In particolare, data una martingala M = {M;}seT, i processi {|M;|}ter e { M2} ieT
sono submartingale. Attenzione che cid non & necessariamente vero quando M € una
submartingala, perché le funzioni x — || e 2 — 2 sono convesse ma non crescenti.

ESEMPIO 4.7. Se {Fi}ier ¢ una filtrazione su uno spazio (2, F,P) e X : @ — R ¢ una
variabile aleatoria integrabile, il processo Y = {Y; := E(X|F;)}ier ¢ una martingala.
Infatti per s < t si ha Fy C F; e dunque E(Y;|Fs) = E(E(X|F)|Fs) = E(X|Fs) = Y
q.c., per la proprieta di raffinamento.

Osserviamo che, se I'insieme degli indici T ha un elemento massimo, come T =
{0,...,T} oppure T = [0,T], ogni martingala M = {M,;}scr & di questa forma: infatti
per la proprieta si ha My = E(Myp|Fs) q.c. per ogni s € T, dove T := max(T). O

ESEMPIO 4.8. Se B = {B;}+>0 ¢ un {F:}+>0-moto browniano reale, i seguenti processi
sono martingale:

{Bt}tzo ) {Bt2 - t}tzo ) {GABt_)\Qt/Q}tZO , VAER,

come mostrano gli Esempi e dello scorso paragrafo. In particolare, il moto
browniano B = {B;}+>0 é una martingala. O

La teoria delle martingale é tra i capitoli piu ricchi ed eleganti del calcolo delle probabili-
ta. La nostra esposizione sara estremamente concisa: ci limiteremo a considerare i risultati
di diretto interesse per il corso, concentrandoci sui tempi d’arresto e sostanzialmente
ignorando i teoremi di convergenza.

4.2.1. TEMPO DISCRETO. Consideriamo innanzitutto il caso in cui I'insieme dei tempi
¢ discreto, T = Ny, e indichiamo con {F;, }nen, la filtrazione. Ricordiamo che una variabile
aleatoria 7 : © — Np U {+o00} & un tempo d’arresto per {F,}nen, se e soltanto se
{T =n} € F,, per ogni n € Ny. Analogamente, F, & la o-algebra composta dagli eventi
A € F per cui AN{r =n} € F,, per ogni n € Nj.

Osserviamo che la relazione (4.2)) che definisce una submartingala puo essere semplificata
per processi M = {M, }nen, a tempo discreto: basta richiedere che E(M,41|F,) > M,
g.c. per ogni n € Ny. Infatti da questa relazione segue che

E(Mp12|Fn) = E(E(Mpy2|Fni1)|Fn) = E(Mpa1|Fn) > My qc.,

e per induzione si mostra facilmente che E(My|F,,) > M, q.c. per ogni k > n. Un discorso
del tutto analogo si applica alle supermartingale o martingale.

I1 primo risultato che dimostriamo ¢ che le (sub)martingale possono essere stoppate a
un tempo d’arresto.
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LEMMA 4.9. Se M = {M,},en, ¢ una submartingala e 7 ¢ un tempo d’arresto, il
processo arrestato MT = { M },en, definito da M := M, ¢ una submartingala.
Analogamente, se M é una martingala, anche il processo M7 €& una martingala.

DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo che a A b := min{a, b} per a,b € R, cosicché M (w) =
M pingr(w)n} (w). Da questo segue facilmente che per ogni n € Ny si ha

n
My = Mipp = ZMk Loroky + Mplgsny . (4.3)
k=0

Questa relazione mostra che, per ogni n € Ny, M & integrabile, in quanto somma
finita di variabili aleatorie integrabili, e anche che M ¢& F,-misurabile (si noti che
{r >n}={r <n}¢eF,), cioé il processo M" & adattato.

Resta da verificare che E(M] |F,) > M) q.c.. Sull'evento {7 < n} si ha7An =
TA(n+1) =7 equindi My = M ;. In altri termini (M, — M])11;<,y = 0, per cui

E(M;zr—&—l - M771,—|fn) =E ((M:l—-‘rl - M’;)l{’r>n}‘fn) q.c..

D’altro canto, sull'evento {7 > n} = {7 > n+ 1} si ha M = M,, e M | = M, ;1. Visto
che {7 > n} € F,, dalle proprieta della speranza condizionale si ottiene

E ((M;;Jrl - M;)l{.,.>n}|fn) = ]-{‘r>n} E(Mn—H - Mn‘fn) >0 q.c.,

perché M ¢ una submartingala. Abbiamo quindi mostrato che E(M;, ,|F,) > M q.c.,
cioé M7 ¢é una submartingala. Il caso di una martingala ¢ analogo. O

COROLLARIO 4.10 (TEOREMA D’ARRESTO). Sia M = {M, },en, una submartingala
e sia 7 un tempo d’arresto, tali che una delle seguenti condizioni é verificata:

e 7 ¢ g.c. limitato, cio¢ esiste N € Ny tale che 7 < N q.c;
oppure

e 7 & q.c. finito e inoltre |M;p,| < Y per ogni n € Ny, dove Y & una variabile
aleatoria integrabile (in particolare |M;,| < K per una costante K € [0,00)).

Allora la variabile M, é integrabile e vale la relazione
E(M;) > E(M). (4.4)
Se M = {Mp}nen, ¢ una martingala, nelle stesse ipotesi si ha 'uguaglianza in (4.4)).
DIMOSTRAZIONE. Il processo { Mr-an }nen, ¢ una submartingala per il Lemma [£.9] quindi
E(M:nn) > E(My), Vn € Np. (4.5)

Se 7 < N q.c.,sihaTt AN =7 q.c. e ponendo n = N in (4.5) otteniamo la relazione (4.4)).
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Se T ¢ qg.c. finito, per q.0. w €  si ha 7(w) An = 7(w) < oo per n grande, quindi
limy, 00 MT(W)An(w) = M, (). In altri termini, q.c. limy 00 Mran = M;. Se |Mopn| <Y
con Y € L', per il teorema di convergenza dominata si pud passare al limite in ,
ottenendo E(Mp) < limy, 00 E(Mran) = E(M,), cioé (4.4).

Infine, se M = {M,},en, ¢ una martingala, entrambi i processi M e —M sono
submartingale. Per quanto gia visto si ha dunque E(My) < E(M;) e E(—My) < E(—M,),
da cui E(My) = E(M;). O

M = {Mpy}nen, Concludiamo con una disuguaglianza di fondamentale importanza.

TEOREMA 4.11 (DISUGUAGLIANZA MASSIMALE). Se S = {Sp}nen, € una
submartingala, per ogni n € Ng e A > 0 vale che

+ +y _
P<max5’i2)\) SE(Sn), P(minSiS—)\> Sw_
0<i<n A A

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo n € Ny e definiamo la variabile aleatoria 7 ponendo

() inf{k <n: Sp(w) > A} se maxp<i<p Si(w) > A
T(w) = L :
+o00 altrimenti

Si verifica facilmente che 7 ¢ un tempo d’arresto. Inoltre

n 1 n
P(O??S)%SZ > /\) = P(TSH) = ];)P(T:k) < szo E(Skl{.,.:k}),

dove abbiamo usato il fatto che Sx > A sull’evento {7 = k}. Dato che {r =k} € Fp e S ¢
una submartingala, si ha E(Sk 1{;—}) < E(S, 1{,—}) e quindi

1 — 1 1
P <0r£1?<};sz > )\> < Xk_o E(S, 1{T:k}) = y E(S, 1{T§n}) < N E(Sj{),

perché S, 17y < ST. La prima disuguaglianza ¢ dimostrata.

Per la seconda disuguaglianza, fissiamo sempre n € Ny e ridefiniamo

{inf{k: <n: Sp(w) < —=A}  se minp<i<p Si(w) < —A
T(w) = == .

+o0 altrimenti

Possiamo allora scrivere

. 1 1
P <Oglilgns,~ < —A) = P(r<n) < TE(=Sr 1<) = =5 E(Sran Lir<ny)

- _i(E(SMn) — E(Sh 1{T>n}))’

>
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avendo usato il fatto che per definizione sull’evento {7 < n} siha —S; > A e 7 = 7An. Per
ottenere l'ultima uguaglianza basta scrivere 1¢,<,1 =1 — 17,5,y e notare che 7 An=n
sull’evento {7 > n}. Analogamente a sopra, abbiamo che E(Sy, 1{;>n}) < E(S,), mentre
E(S7an) > E(Sp) grazie al Corollario perché 7 An € un tempo d’arresto limitato. La
seconda relazione € dunque dimostrata. O

4.2.2. TEMPO CONTINUO. La teoria generale delle martingale a tempo continuo, in
cui cioé l'insieme degli indici & pit che numerabile (noi considereremo T = [0,00)) &
decisamente pitt complessa. Dal momento che é importante poter lavorare con processi
continui a destra, & naturale chiedersi sotto quali condizioni una (sub,super)martingala
M = {M;};>0 ammette una modificazione con tale proprieta. E possibile mostrare che, se
la filtrazione {F; }+>0 soddisfa le ipotesi standard (come noi supponiamo), una submartigala
M ammette una modificazione continua a destra se e soltanto se la funzione ¢ — E(My)
¢ continua a destra (si veda ad esempio il Teorema 3.13 nel capitolo 1 in [Karatzas e
Shrevel 1998|). In particolare, una martingala ammette sempre una modificazione continua
a destra, perché E(M;) = E(Mj) é costante. Nei fatti, avremo a che fare quasi sempre
con (sub,super)martingale continue.

Elenchiamo ora le versioni a tempo continuo dei risultati dimostrati nel paragrafo
precedente. Dimostreremo solo la disuguaglianza massimale (per maggiori dettagli, si
veda il paragrafo 1.3 nel capitolo 1 in |[Karatzas e Shreve, |1998]).

LEMMA 4.12. Se M = {M,;};>¢ ¢ una submartingala continua a destra e 7 ¢ un
tempo d’arresto, il processo arrestato M™ = {M] }+>o definito da M] := M p; € una
submartingala continua a destra.

Analogamente, se M é una martingala continua a destra, anche il processo M” é
una martingala continua a destra.

COROLLARIO 4.13 (TEOREMA D’ARRESTO). Sia M = {M;};>¢ una submartingala
continua a destra e sia 7 un tempo d’arresto, tali che una delle seguenti ipotesi &
soddisfatta:

e 7 ¢ g.c. limitato, cio¢ esiste T € (0,00) tale che 7 < T q.c.;
oppure

e 7 & g.c. finito e |[M;p;| <Y per ogni t > 0, dove Y ¢ una variabile aleatoria
integrabile (in particolare |M p,| < K per una costante K € [0, 00)).

Allora la variabile M, é integrabile e vale la relazione
E(M,) > E(Mo). (4.6)

Se M = {M;}>0 ¢ una martingala, nelle stesse ipotesi si ha I'uguaglianza in (4.6)).
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TEOREMA 4.14 (DISUGUAGLIANZA MASSIMALE). Per una submartingala S =
{St}+>0 continua a destra vale che, per ognit > 0e A > 0,

+
P<Sup SUZ)\) < E(5;)
u€(0,t] A

+)
, p< inf SUS—A> o B8 —E(So)
u€[0,t] A

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo la prima relazione (la seconda ¢ del tutto analoga).
Fissiamo 0 =: tg < t1 < ... < t; := t e consideriamo il processo a tempo discreto
{5, }o<i<k, che & una submartingala rispetto alla filtrazione {F, }o<i<k. La disuguaglianza
massimale a tempo discreto (Teorema da, per ogni € € (0, ),

E(S;
P< max SUZ/\—{:‘)S (t)
u€{to,t1,..,t5} A—¢
Fissiamo ora una successione crescente di partizioni 7™ := {tgn), - ,t,(;)} per cui si

abbia [,y 7™ = [0,#] N Q. Sfruttando Iinclusione naturale di eventi e la continuita dal
basso della probabilita, si ottiene allora

P( sup SuZ)\> SP( sup Su>/\—£>

w€([0,t]NQ u€[0,t|NQ
E(S;"
= lim P< max Su>>\—5>§ (t)
n—o0 ueltdM ..ty A—e
Ma sup,e(o,4ng Su = SUPyue[o4) Sus Per la continuita a destra di S, per cui
E(S;
P<sup5’u2)\>§ (57) YA >0, Ve e (0,N).
u€[0,t] A—e
Prendendo il limite € | 0, si conclude la dimostrazione. ]

OSSERVAZIONE 4.15. Nel caso di una supermartingala S = {S¢}+>0 continua a destra, le
relazioni del Teorema [4.14] si riformulano nel modo seguente:

P( inf Sug—)\> < B p<sup SuzA) < B8 +ES)
u€04] A u€0,1] A

perognit>0e X > 0. ]

EsEmPIO 4.16. Sia B = {B;}s>0 un moto browniano reale e definiamo per a,b > 0
la variabile 7_,; := inf{s > 0 : By &€ (—a,b)}, che da il primo istante in cui B esce
dall'intervallo (—a,b). Gia sappiamo che 7_,; ¢ un tempo d’arresto q.c. finito, come
conseguenza del principio di riflessione (infatti 7_q, = min{7_q, 7,}). Mostriamo ora che

la legge della variabile B;_, , ¢ data da
b a
P(B;,,=—a) = T P(B,,,=b) = et (4.7)
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Sappiamo che B ¢ una martingala continua. Dato che |B;_, ,a¢| < max{a,b} per ogni
t >0, il Corollario da E(B:_,,) = E(By) = 0. Per la continuita delle traiettorie di
B, la variabile B;_, , puo assumere solo i due valori —a, b, per cui

0 =E (Bﬁa,b) = —aP (Bta,b = —a) +bP (Bﬂa,b = b) .
Dato che P(B(7_qp) = —a) + P(B(7_43) = b) = 1, si ottengono le relazioni in (4.7)). O

4.3. VARIAZIONE QUADRATICA DI UNA MARTINGALA CONTINUA

In questo paragrafo esaminiamo pitt da vicino le martingale M = {M;};>o continue di
quadrato integrabile, per cui E(M?) < oo (cioé M; € L?) per ogni t > 0.

Abbiamo visto che il moto browniano ha traiettorie continue ma piuttosto irregolari,
in quanto di variazione infinita. Questo fenomeno non é una strana peculiarita del moto
browniano, ma ¢ una conseguenza diretta del fatto che il moto browniano ¢ una martingala
continua. In effetti, per ogni martingala M = {M;};>¢ di quadrato integrabile, vale la
seguente relazione:

B(M} — MZ|F,) = E((My — My)*|Fy), (4.8)

come si verifica facilmente osservando che E(M;M;|Fs) = Mg E(M|Fs) = M2 q.c., per
le proprieta della speranza condizionale e per la definizione di martingala. Prendendo il
valore atteso di entrambi i membri in (4.8]), segue facilmente che

B (u) - B (af) = & ( on, -0, (49)

=1

per ogni partizione m = {0 =: t) < t1 < ... < t,, := t} dell'intervallo [0, t]. Notiamo ora che,
per il Lemma il processo { M?};>0 ¢ una submartingala e quindi E(M?) — E(MZ) > 0.

e Il caso in cui E(M?) = E(M§) ¢ poco interessante: dalla relazione (4.9) segue infatti
che, per ogni partizione m = {0 =: tg < t; < ... < t,, := t}, si deve avere q.c.
My, = My, = ... = M,,. Se M ha traiettorie continue, cio implica che M, = My
per ogni s € [0, ], ossia le traiettorie di M sono costanti nell’intervallo [0, ¢].

e Viceversa, se E(M?) > E(MZ), la relazione (4.9) suggerisce che M possa avere
variazione quadratica positiva, o pilt precisamente che Y 1 (M, — M, ,)* non
tenda a zero q.c. per n — oo (si noti che il membro di sinistra in (4.9) ¢ positivo e
non dipende dalla partizione 7). Se cid avviene, ¢ facile mostrare che con probabilita
positiva le traiettorie di M hanno variazione infinita, come per il moto browniano.

Veniamo ora a una trattazione pit precisa. Partiamo da una considerazione che a prima
vista sembra avere poco a che vedere con la variazione quadratica. Dato un moto browniano
reale { B }¢>0, sappiamo che il processo { B? —t}4>0 ¢ una martingala. Possiamo riformulare
questo fatto dicendo che si pud compensare la submartingala {Bf}tzo rendendola una
martingala, sottraendo un opportuno processo crescente (in questo caso pari a t).

E naturale chiedersi se un risultato analogo valga piti in generale: data una martingala
continua di quadrato integrabile M = {M;};>0, & possibile compensare la submartingala
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M? = {M?}y>0, ovvero trovare un processo continuo e crescente A = {A;};>0 tale che
M? — A= {M? — Ai}1>0 sia una martingala? La risposta & affermativa: non solo un tale
processo A esiste, ma coincide con la variazione quadratica di M, analogamente al caso
del moto browniano. Piti precisamente, vale il seguente risultato.

TEOREMA 4.17. Sia M = {M,};>0 una martingala continua di quadrato integrabile
rispetto a una filtrazione completa {F; }+>0. Allora esiste un unico processo A = {A; }+>0
crescente, continuo, adattato e nullo al tempo zero tale che M? — A sia una martingala.
Per ogni ¢ > 0, la variabile A; ¢ la variazione quadratica di M sull’intervallo [0, ¢]:

n

Ay = lim (My, — Mz, ,)? in probabilita, (4.10)

—0
|70 —

dove indichiamo con m = {0 =: tp < t; < ... < t,, :=t} le partizioni di [0, ¢].
Il processo A = {A:}1>0 € detto variazione quadratica o processo crescente della
martingala M ed ¢ indicato con A = (M) (scriveremo dunque A; = (M);).

OSSERVAZIONE 4.18. La ragione per cui il processo A che compensa la submartingala M?
é dato dalla variazione quadratica di M, definita in , si pud intuire considerando
martingale M = {M, },en a tempo discreto. Ponendo infatti A, := 3" | (M; — M;_1)?,
¢ immediato verificare che il processo L = {L,, := M? — A, }nen ¢ una martingala:

E(Ln - Ln—1|~7:n—1) = E(MTQL - Mn2—1|~7:n—1) - E((Mn - Mn—1)2’-7'—n—1) = 0,
avendo usato la relazione (4.8]). O

Omettiamo la dimostrazione del Teorema che & piuttosto tecnica (si veda il
paragrafo 2.3 in [Durrett} |1996|). Per le martingale M di interesse che incontreremo nel
seguito del corso, saremo in gradi di costruire esplicitamente (“con le mani”) un processo
A crescente, continuo, adattato e nullo al tempo zero tale che M? — A sia una martingala.
Il Teorema assicura che tale processo A é proprio la variazione quadratica (M) di
M, definita in ([£.10])), ma non avremo bisogno di questo fatto.

OSSERVAZIONE 4.19. Applicando il Teorema non ¢ difficile dimostrare che le traiettorie di una
martingala continua di quadrato integrabile M = {M;}+>0 su qualunque intervallo sono a variazione
infinita, oppure sono costanti. Pii precisamente, q.c. sull’evento {A;—As > 0} si ha Vi, y(u — M,) = +o0,
mentre sull’evento {A; — A, = 0} si ha che u — M, & costante sull’'intervallo [s, ¢]. O

Definiamo infine la covariazione quadratica di due martingale.

DEFINIZIONE 4.20. Siano M = {M;};>0 ¢ N = {N;}+>0 due martingale continue di
quadrato integrabile, definite sullo stesso spazio filtrato (€2, F, {F }+>0, P) con filtrazione
completa {F;}>0. Definiamo il processo (M, N) = {(M, N)}+>0, detto covariazione
quadratica di M e N, ponendo

(M,N);:==((M + N)t — (M — N)). (4.11)

| =
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Si ha allora che MN — (M,N) = {M;N; — (M, N);}+>0 ¢ una martingala. Inoltre
(M, N) & I'unico processo A = {A;}+>0 a variazione finita, continuo, adattato e nullo
al tempo zero tale che M N — A sia una martingala.

La verifica che MN — (M, N) ¢ una martingala ¢ immediata: basta osservare che

MN = 1((M + N)? — (M — N)?) e applicare il Teorema Inoltre, usando le relazioni
(4.10) e (4.11)) & facile mostrare che

n
(M,N); = |li|m > (M, — My,_,)(Ny, = Ni,_,)  in probabilita,,
m|—0
i=1
dove indichiamo con m = {0 =: tg < t; < ... < t, :=t} le partizioni di [0, ].
Sottolineiamo che il processo (M, N) in generale non é crescente, ma le sue traiettorie
sono a variazione finita: infatti ¢ chiaro dalla definizione (4.11)) che (M, N) ¢ la differenza

di due processi crescenti.
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5 « INTEGRALE STOCASTICO

Per tutto il capitolo fissiamo uno spazio filtrato standard (Q,F,{F;}t>0,P), su cui é
definito un {F; }i>0-moto browniano reale B = {Bi}1>0 € su cui saranno definiti tutti i
processi che introdurremo.

In questo capitolo definiamo l'integrazione rispetto al moto browniano per un’ampia
classe di processi. La strategia é di definire l'integrale innanzitutto per una classe di
processi “elementari” e di estenderlo poi a processi pill generali per continuita. Cominciamo
pertanto a richiamare alcuni risultati standard sull’estensione di operatori, formulati in
un contesto leggermente pitt generale del solito.

5.1. PROLUNGAMENTO DI ISOMETRIE

Si dice spazio pseudometrico un insieme E munito di una pseudodistanza d(-,-), ossia di
una funzione d : ¥ x ¥ — R tale che per ogni x,y, z € E valgano le seguenti proprieta:

d(z,z) =0, d(z,y) =d(y,x), d(z,y) <d(z,z)+d(zy).

Come ¢ ben noto, se si rafforza la prima condizione richiedendo che d(z,y) = 0 se e solo
se x =y, la funzione d(-,-) si dice distanza e lo spazio E si dice spazio metrico. Cio che
differenza uno spazio pseudometrico rispetto a uno spazio metrico ¢ che ci possono essere
punti x,y € F distinti (cioé x # y) tali che d(z,y) = 0.

Un caso tipico ¢ dato dagli spazi di variabili aleatorie LP(S2, F,P): date infatti due
variabili aleatorie X, Y € LP(Q, F,P) tali che d(X,Y) := | X Y|, = (E(|X -Y|)'/? =0,
non si ha necessariamente X =Y (ma solo X =Y q.c.). Come abbiamo gia ricordato, se
si identificano le variabili aleatorie q.c. uguali, il relativo spazio delle classi di equivalenza
(che, con abuso di notazione, si indica ancora con LP(2, F,P)) diventa uno spazio metrico.

Data una successione di punti {x, }nen in uno spazio pseudometrico F e un punto
x € E, si dice che x,, converge verso z (e si scrive x,, — z) se si ha lim,_,o d(z,,z) = 0.
A differenza di quanto accade per gli spazi metrici, il limite in generale non é unico: in
effetti, se x,, — z, allora x,, — y per ogni y € E con d(z,y) = 0.

Sottolineiamo che la pseudodistanza ¢ una funzione continua, nel senso che se x,, — =
e yp — y si ha d(x,,yn) — d(z,y). Infatti, per la disuguaglianza triangolare,

d(ﬂjna yn) < d(ﬂjna l‘) + d(l'a y) + d(y, yn) > d(aj, y) < d(l‘, xn) + d(l‘n, yn) + d(yn, y) )

dunque |d(zn, yn) — d(z,y)| < d(2n, z) + d(yn, y) = 0.

Un sottoinsieme S di uno spazio pseudometrico F si dice denso se per ogni x € F esiste
una successione di punti z,, € S tali che x,, — z. Una successione {x, } ey in uno spazio
pseudometrico E si dice di Cauchy se Ve > 0 esiste ng < oo tale che d(xy, z,,) < € per

83
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ogni n, m > ng. E facile vedere che in qualunque spazio pseudometrico ogni successione
convergente & di Cauchy. Se vale anche il viceversa, ossia se per ogni successione {z, }nen
di Cauchy in F esiste x € E tale che x,, — z, lo spazio pseudometrico E si dice completo.

Come & noto, LP(Q2, F,P) come spazio di classi di equivalenza é uno spazio metrico
completo; come spazio di variabili aleatorie, ¢ invece uno spazio pseudometrico completo.
In effetti, se X,, — X in LP(2, F,P), allora X,, — X' per ogni altra variabile aleatoria
X' e LP(Q, F,P) tale che X = X' q.c..

Possiamo finalmente enunciare e dimostrare il risultato principale sull’estensione di
isometrie densamente definite.

TEOREMA 5.1. Siano E uno spazio pseudometrico, F uno spazio pseudometrico
completo, S un sottoinsieme denso di F e J : S — F un’isometria:

d(J(z), J(y)) = d(z,y), Vz,yeS. (5.1)
Allora esiste un’isometria J : E — F che estende J a tutto FE, ossia:
J(x)=J(x), VreSs, d(J(z),J(y)) = d(z,y), Vz,y€E. (5.2)

Se J : E — F ¢ un’altra isometria che estende .J, si ha d(J(z), J(x)) = 0 per ogni
x € E. In particolare, F' & uno spazio metrico (e non solo pseudometrico), I’estensione
isometrica J : E — F di J é unica.

DiMOSTRAZIONE. Cominciamo a verificare 'ultima affermazione. Sia x € E e consideria-
mo una successione {z ey in S convergente a x, cioé d(z,, ) — 0 (una tale successione
esiste perché per ipotesi S ¢ denso in E). Per la disuguaglianza triangolare

d(J(x), J(2)) < d(J(x), I (2n)) + d(J (20), T (20)) + d(I (zn), I (x)).

Per ipotesi J e J coincidono su S, essendo estensioni di J, quindi J(z,) = J(z,) e

d(J (zn), J(25)) = 0. Inoltre d(J(zn), J(z)) = d(xn,z) e d(J(zn), J(x)) = d(zn, ), per
l'isometria di J e J. Dato che d(x,,z) — 0, segue che d(J(x),J(x)) =0 per ogni z € E.
Se lo spazio di arrivo F' ¢ metrico, cid implica che J(x) = J(z) per ogni = € E.

Mostriamo ora I'esistenza di un operatore J che soddisfa ([5.2)). Per x € S poniamo
J(x) := J(x). Per x € E\ S, fissiamo un’arbitraria successione {, }nen in S che converge
verso x. Essendo convergente, {Zp}nen ¢ di Cauchy in E e quindi la successione delle
immagini {J(Zy,)}nen € di Cauchy in F', poiché d(J(Zy,), J(Tm)) = d(Tpn, Tm), grazie a
. Essendo per ipotesi I’ completo, esiste almeno un punto limite per la successione
{J(Z)}nen: indicheremo con J(x) uno di tali punti, scelto arbitrariamente ma fissato
una volta per tutte, per cui si ha J(Z,) — J(z).

Abbiamo quindi definito un operatore J : E — F che per costruzione soddisfa la
prima relazione in . Per verificare la seconda relazione, siano z,y € E. Se x € E'\ S,
sia Z,, € S la successione fissata sopra nella definizione di .J, mentre se x € S poniamo
T, = x; analogamente definiamo la successione g,. Per costruzione Z,, — x, J(z,) — J ()
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e analogamente 7, — ¥, J(¥) — J(y), quindi per continuita della pseudodistanza si ha
d(J(@n), J(Gn)) = d(J(2), J(y)),  d(@n,Tn) = d(@,y).

Dato che d(J (), J(yn)) = d(Tpn, yn) per ogni n € N, grazie alla relazione ({5.1)), passando
al limite n — oo otteniamo d(.J(x), J(y)) = d(z,y). O

OSSERVAZIONE 5.2. Abbiamo enunciato il Teorema [5.1| per operatori isometrici perché é il
caso che ci interessa per 'integrale stocastico. Sottolineiamo tuttavia che la dimostrazione
si estende quasi senza modifiche ad operatori lipschitziani J : S — F': pitl precisamente,
se d(J(z),J(y)) < Cd(z,y) per ogni xz,y € S, con C > 0, allora esiste un operatore

J : E — F che estende J e tale che d(J(z),J(y)) < Cd(x,y) per ogni x,y € E; inoltre,
tale operatore & unico se lo spazio d’arrivo F' é metrico e completo. ]

Specializziamo ora il Teorema [5.1] al caso in cui E ed F sono spazi vettoriali e
I'operatore J é lineare. L’analogo vettoriale di uno spazio pseudo metrico ¢ dato da uno
spazio seminormato: si tratta di uno spazio vettoriale reale £ munito di una seminorma,

cioé di una funzione || - || : E — R tale che per ogni x,y € E e per ogni A € R si abbia
10l =0, Dzl = Alllzll, e+ yll < llzll + [lyll -
Se si impone la condizione piu forte che ||z|| = 0 se e solo se z = 0, la funzione || - || si

dice norma e lo spazio vettoriale E si dice spazio normato. Ogni spazio seminormato
(risp. normato) E & in particolare uno spazio pseudometrico (risp. metrico), in cui la
pseudodistanza (risp. distanza) ¢ definita da d(z,y) := ||z — y||, per cui si applicano tutti
i concetti definiti in precedenza: convergenza di successioni, densita di un sottoinsieme,
completezza dello spazio, ... Notiamo che le operazioni di somma e di prodotto per scalari
sono funzioni continue: piu precisamente, se x,, — x € y, — ¥y si ha ax, + By, — axr+ By
per ogni «, 8 € R, come si verifica facilmente usando le proprieta della seminorma.

Per quanto ci riguarda, I’esempio tipico di spazio seminormato (risp. normato) completo
¢ dato dallo spazio di variabili aleatorie (risp. di classi di equivalenza) LP(Q, F,P), in cui
X || X|, := (E(|X?))"/P ¢ una seminorma.

Veniamo ora al risultato annunciato.

COROLLARIO 5.3. Siano E uno spazio seminormato, F' uno spazio seminormato
completo, S C F un sottospazio vettoriale denso e J : S — E un’isometria lineare:

J(ax + By) = aJ(x) + BJ(y), Vo,BER, Vr,yeSs, (5.3)
1J(@)|l = lz||, VzeS. (5.4)

Allora esiste un’isometria lineare J : E — F che estende J a tutto E:

J(z)=J(z), VzeS,
J(ax + By) = aJ(z) + BJ(y), Yo, BER, Va,y€E, (5.5)
1T (@)l = |||, VzekE.
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Se J : E — F ¢ un’altra isometria lineare che estende .J, si ha ||.J(x) — J(x)|| = 0 per
ogni z € E. In particolare, F' ¢ uno spazio normato (e non solo seminormato), esiste
un’unica isometria lineare J : E — F' che estende J.

DIMOSTRAZIONE. Dalle proprieta (5.3)), segue che d(J(z), J(y)) = ||J(z) — J(y)|| =
|J(z —y)|| = ||z — y|| = d(z,y) per ogni z,y € E, dunque 'ipotesi ¢ soddisfatta. Il
Teorema garantisce l'esistenza di un’isometria .J : E — F che estende .J, cioé tale che
J(x) = J(z)per x € Se | J(y) — J(z)| = ||ly — z|| per ogni z,y € E. Inoltre, se lo spazio
F ¢ normato, dunque metrico, tale operatore J ¢ unico.

Resta solo da mostrare che J ¢ lineare, ossia che soddisfa la relazione . Osserviamo
che, essendo isometrico, I'operatore J ¢ continuo: pitt precisamente, se z, — z si ha
J(zn) — J(z), perché per costruzione ||.J(z,) — J(2)|| = ||zn — 2|| — 0.

Dati z,y € E, siano {xy }nen € {yn }nen due successioni in S che convergono verso z e
y rispettivamente. Per ogni «, 8 € R si ha ax, + Sy, — ax + By, per continuita della
somma e del prodotto per scalari, e per la continuita di .J si ottiene

o (zn) + B (yn) = aJ () + B (y),  J(axn + Byn) = J(az + By) .

Per la validita della relazione ¢ dunque sufficiente mostrare che J(ax, + fy,) =
aJ(xy,)+BJ (yn) per ogni n € N. Per costruzione x,,, y, € S e quindi anche ax, + By, € S,
perché S é un sottospazio vettoriale. Dato che per costruzione J ¢ un’estensione di J, si
ha J(z,) = J(zn), J(yn) = J(yn) e J(axn + Byn) = J(ax + By). La conclusione segue
allora dall’ipotesi . ]

OSSERVAZIONE 5.4. Supponiamo che, nelle stesse ipotesi del Teorema [5.3] esista una
forma bilineare (-, -) su E tale che ||z|| = \/(x,z) per ogni = € E, e analogamente per F.
Allora l'operatore lineare J preserva, oltre alla seminorma, anche la forma bilineare, cioé

(J(2), J(y)) = (x,y), Vz,yeE.
Basta infatti notare che la forma bilineare si puo ricostruire dalla seminorma grazie alla
relazione (a,b) = 1(||a + b||> — ||a — b||%), nota come identita di polarizzazione. O
5.2. L’INTEGRALE STOCASTICO IN M?[a,b]

Ricordiamo che é fissato uno spazio filtrato standard (2, F,{F;}+>0,P), su cui é definito
un {Fi }e>0-moto browniano reale B = {B;}t>0 € su cui saranno definiti tutti i processi
che introdurremo.

5.2.1. SPAZI DI PROCESSI. Per 0 < a < b < oo fissati, introduciamo lo spazio M?[a, b]
dei processi per i quali definiremo inizialmente 'integrale stocastico.
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DEFINIZIONE 5.5. Indichiamo con M?[a,b] lo spazio vettoriale dei processi reali
X = {Xi}iela,p Progressivamente misurabili e tali che

b
| X3z = E (/ X,?dt) < 0. (5.6)

Ricordando che un processo progressivamente misurabile ¢ misurabile, per il Teorema
di Fubini si ha || X3, = fo[a i Xi(w)?(P ®@Leb)(dw,dt). Questo mostra che

M?[a,b] € L*( x [a,b], F @ B([a,b]), P @Leb)

e ||-|| as2 non ¢ altro che 'ordinaria seminorma dello spazio L?(Q2x [a, b]). Lo spazio M?[a, b]
é dunque semmormatom Notiamo anche che la seminorma ¢ indotta dalla forma bilineare
(X,Y) 2 = E(J) X Yidt), si ha cioe | X[|2,, = (X, X) 2 per ogni X € M2[a, b].

OsSERVAZIONE 5.6. Se X = {Xit}ic[qa,5) € un processo reale misurabile — in particolare, se X & progres-
sivamente misurabile — per il teorema di Fubini la quantita Nx(w) := f: X (w)?dt € [0, 0], ossia il
quadrato della norma della traiettoria ¢t — X;(w) in L?([a, b], B([a, b)), Leb), & ben definita per ogni w € Q
ed & una variabile aleatoria. Possiamo allora vedere M?[a,b] come lo spazio dei processi X = {X;}ie(a ]
progressivamente misurabili tali che Nx € L'(Q, F,P). O

Non & difficile verificare che i seguenti processi X = {X}e[q4) sono in M?[a, b]:

t
Xt:Bta Xt:/ |Bs‘pd5>v])207 Xt:e)\BtJV)‘E]Ra Xt: sup BS7
a

a<s<t

. 3 . , s
mentre ad esempio il processo X; := eB*)” non lo ¢, perché || X |2 = 0o. Vedremo piu
avanti come sia possibile trattare anche questo genere di processi.

Diremo che un processo X = { X} sefab) € semplice se le sue traiettorie sono costanti a
tratti con istanti di salto deterministici:

k—1
Xo(w) = > Ci(w) g (s), Vs €[a,b],
=0 (5.7)
con a=ty<t;<...<tp=>b e C;:(QF,P)—R variabili aleatorie.

Definiremo inizialmente I'integrale stocastico su un opportuno spazio di processi semplici
Sla, b], che ora introduciamo, che avranno la funzione di approssimanti.

DEFINIZIONE 5.7. Indichiamo con Sla,b] lo spazio vettoriale dei processi X =
{Xs}sela,p) semplici, cioé della forma (5.7)), tali che per ogni i =0, ...,k —1 la variabile
aleatoria C; & Fy,-misurabile e di quadrato integrabile (cioé C; € L?(, Fy,, P)).

TSi noti che || X||p2 = 0 non implica che il processo X sia identicamente nullo, ma soltanto che
Xi(w) =0 per (Leb® P)-qg.0. (t,w) € [a,b] x Q.
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Una prima osservazione elementare ¢ che lo spazio S[a,b] & contenuto in M?[a,b]. Sia
infatti X € Sla,b], della forma (5.7). Dato ¢ € [a,b], se i € {0,...,k — 1} & tale che
t € [ti,tiy1), si ha che X; = C; & F;,-misurabile per ipotesi, quindi a maggior ragione ¢
Fi-misurabile (infatti F;, C Fy, essendo ¢; < t). Cid mostra che il processo X ¢é adattato,
quindi progressivamente misurabile perché continuo a destra, grazie al Lemma [3.12
Resta da verificare che || X||3;2 < co. Si osservi che X2 = Zf:_ol C? 1ty 1,1)(5), perché
Lt i) (8)1ft;,t5,1)(8) = 0 per i # j. Essendo per ipotesi C; € L3(9), si ottiene

b k=1 .p k=1
X1 =5 ( [ x2ar)=p (Z [ 100 dt) = 3 B(C) tis1 1) < o0,
a i=0va =0

dunque X € M?[a,b].

Un risultato meno evidente & che i processi in S[a, b] possono essere effettivamente
usati come approssimanti per i processi in M? [a, b], come mostra la seguente proposizione
(la cui dimostrazione & posposta al sottoparagrafo .

PROPOSIZIONE 5.8 (DENSITA DI S[a, b] IN M?[a,b]). Per ogni processo X € M?|a, b
esiste una successione di processi X (™ € Sla, b] tale che || X — X||2 — 0 per n — oo.

5.2.2. L INTEGRALE STOCASTICO PER PROCESSI SEMPLICI. Cominciamo a defi-
nire 'integrale stocastico quando I'integrando ¢ un processo in Sla, b].

DEFINIZIONE 5.9 (INTEGRALE STOCASTICO DI PROCESSI SEMPLICI). Dato un
processo semplice X € SJa,b], della forma (5.7)), si dice integrale stocastico di X
rispetto al moto browniano B la variabile aleatoria

b k—1
Jap(X) == / X¢dB; =Y Ci(Bi,, — By,). (5.8)
a i=0

Sottolineiamo che l'integrale stocastico ff X; dB; & una variabile aleatoria definita
sullo stesso spazio di probabilita (2, F,P) su cui & definito il moto browniano B. Volendo
essere pitl espliciti, possiamo scrivere

k-1

b
Jayb(X)(w) = (/ X dBt> (w) = ch(w) (Bti+1 (w) — Btl(w)) s Yw e Q. (59)

=0

Si noti che questa definizione é piuttosto naturale: se B, e X; descrivono rispettivamente
il valore di una azione e il numero di azioni in mio possesso all’istante ¢, 'integrale fab X dB;
rappresenta il guadagno (con segno!) delle mie azioni tra gli istanti a e b. Alla luce di
questa interpretazione, la richiesta che C; sia F¢,-misurabile, e dunque che il processo X
sia adattato, appare molto ragionevole: infatti il numero di azioni che possiedo all’istante
t; puo essere deciso solo in funzione dell’informazione F;, disponibile fino a quell’istante,
senza guardare al futuro.
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OSSERVAZIONE 5.10. Non ¢ evidente che la Definizione [5.9] sia ben posta, poiché la
rappresentazione di un processo semplice non & unica: per esempio, se X & dato
da , si puo aggiungere “fittiziamente” un punto t € (¢;,t;41) mantenendo la stessa
variabile C; nei due sottointervalli [¢;,1) e [t,t;+1). Tuttavia, non ¢ difficile verificare che,
se si usa una diversa rappresentazione X;(w) = Zf;}l Ci(w) 1y ¢§+1)(t) per il processo X

(2

dato da (5.7)), 'integrale ff X; dB; definito in ((5.8) non cambia. O

Le proprieta fondamentali dell’integrale stocastico di processi semplici sono date nella
seguente proposizione, la cui dimostrazione & posposta al sottoparagrafo [5.2.6]

PROPOSIZIONE 5.11. L’integrale stocastico di processi semplici X — J,3(X)
definisce un operatore lineare: per ogni scelta di a, f € R e X,Y € S[a, b]

Ja,b(aX + BY)(W) = aJa,b(X)(w) + Bja,b(y)(w) ) Yw € Q.

Per ogni X € S[a,b] si ha J,,(X) € L?(£2) e valgono le seguenti relazioni:

E (Jop(X) | Fa) =0, E(Ja,b(X)nya):E(/:det‘fa>, q.c.. (5.10)

Di conseguenza, per ogni X € S[a, b] si ha che

E (Jo,5(X)) =0, 1 ap(X )| 2(0) = 1 X[ as2 - (5.11)

5.2.3. COSTRUZIONE DELL'INTEGRALE STOCASTICO. Abbiamo finalmente tutti gli
elementi per estendere la definizione dell’integrale stocastico ff X;dB; a ogni processo
X € M?[a,b], sfruttando il Corollario Si noti infatti che:

e M?[a,b] ¢ uno spazio seminormato;

e L2(Q, F,P) come spazio di variabili aletorie é uno spazio seminormato completo,
mentre come spazio di classi di equivalenza ¢ uno spazio normato completo (spazio
di Banach), come abbiamo ricordato in precedenza;

e Sla,b] & un sottospazio vettoriale denso di M?[a,b], grazie alla Proposizione

e Jup : Sla,b] — L*(Q,F,P) (dove L?(Q, F,P) indica lo spazio di funzioni o di
classi di equivalenza, a nostra scelta) é un operatore lineare e isometrico, per la
Proposizione [5.11}

Possiamo allora applicare il Corollario [5.3] con
E = M?[a,b], S = Sla,b], F=1L*Q,F,P), J=Jup, (5.12)

che garantisce D'esistenza di un operatore J : M?[a,b] — L*(Q, F,P) lineare e isometrico
che estende J = J, ;. Tale operatore ¢ detto integrale stocastico e, con un piccolo abuso
di notazione, sara ancora indicato con J, ,(X) = f; X, dB;.
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E importante sottolineare che l’estensione (lineare e isometrica) di J, 4 a tutto lo
spazio M?[a,b] & unica se pensiamo lo spazio d’arrivo L?(§2, F,P) come spazio di classi
di equivalenza di variabili aleatorie. In altri termini, per ogni X € M?[a,b] l’integrale
stocastico Jop(X) = ff X1 dB; determina univocamente una classe di equivalenza di
variabili aleatorie q.c. uguali, tuttavia il valore J, (X )(w) per un fissato w € 2 (cioe
la variabile aleatoria specifica all’interno della classe di equivalenza) non ¢é definito
canom’camente Ciononostante, si usa talvolta la notazione ff Xi(w)dB¢(w), come se
I'integrale fosse definito traiettoria per traiettoria. Nel seguito sottintenderemo spesso
questa ambiguita nell'interpretazione di L2(Q, F, P).

Riassumendo, possiamo dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE 5.12 (INTEGRALE STOCASTICO). Sidefinisce integrale stocastico I'unico
operatore X = J, (X)) = fab X; dBy, definito per X € M?[a,b] a valori in L?(2, F,P),
con le seguenti proprieta:
e J,p € un operatore lineare, cioé J, (X + YY) = aJyy(X) + BJap(Y) q.c. per
ogni a, 3 € R e X,Y € M?[a,b], e isometrico:

1ap(X 2@ = XNz, ¥X € M?[a,b]; (5.13)

e se X € S[a,b] & un processo semplice, J, 5(X) ¢ dato dalla Definizione

OSSERVAZIONE 5.13. Nonostante abbiamo usato un risultato piuttosto astratto, quale
il Corollario [5.3] é utile tenere a mente che la definizione dell’integrale stocastico € in
realta abbastanza concreta. In effetti, come ¢ chiaro dalla dimostrazione del Teorema [5.1
per costruire l'integrale stocastico f; X dB; per un processo X € M? si considera una
qualunque successione {X ™}, cn € Sla,b] di processi semplici che converge verso X
in M?[a,b] e si definisce f; X; dB; come il limite in L?(€, F, P) delle variabili aleatorie
f: Xt(n) d B, che sono definite esplicitamente in . O

OSSERVAZIONE 5.14. Nel caso di processi integrandi deterministici, cioé se X;(w) = f(t)
non dipende da w € Q, la condizione X € M?[a, b] equivale alla richiesta che f : [a,b] — R

sia misurabile e f; |f(t)|?dt < oo, cioé f € L?([a,b]). In questo caso speciale, I'integrale
stocastico ff f(t)dB; & detto integrale di Wiener e pud essere costruito in modo piu
diretto ed elementare. Inoltre la variabile aleatoria f; f(t)dBy, che sappiamo avere media

nulla e varianza o2 = HfH%Q( ) = fab f(t)2dt, & in questo caso una variabile normale

la,b
N(0,0?). Questo in generale non ¢ vero per X € M?[a, b]. O

Elenchiamo alcune semplici proprieta dell’integrale stocastico.

TVedremo piu avanti come sia possibile definire appropriatamente il valore puntuale J, 5(X)(w) in
modo che 'integrale stocastico sia una funzione regolare dell’estremo di integrazione (cf. il paragrafo [5.3).
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PROPOSIZIONE 5.15. Per ogni scelta di X,Y € M? valgono le seguenti proprieta:

E</bXtdBt> = 0; (5.14)
(/ XtdBt> =" (/bxfdt>- (5.15)
Cov</ XtdBt,/a YtdBt> — (/ Xthdt> (5.16)

/XtdBt = / Y;dB; q.c. <= E(/G(Xt Yt)2dt> = 0. (5.17)

DIMOSTRAZIONE. Usando per brevita la notazmne Compatta Jap(X f X;dB; e
sfruttando la relazione (5.14)), possiamo riscrivere come || Jgp(X )H 2@ = I X2,
che non é altro che la proprieta di isometria ; analogamente, la relazione
puo essere riscritta nella forma (J, 4(X), Jop(Y)) £2(0) = (X, Y) a2 e la sua validita segue
facilmente dall’isometria per polarizzazione, cf. I'Osservazione

La relazione si dimostra notando che || X —Y|[pr2 = [[Jop(X) — Jap(Y) | L2(0)
per l'isometria e la linearita dell'integrale stocastico, quindi si ha || X — Y2 =0
(cioé la condizione a destra in (5.17)) se e solo se ||Jq(X) — Jap(Y)|lp2() = 0, il che &
equivalente a J, ,(X) = J,5(Y) q.c..

Resta solo da dimostrare (5.14), cio¢ E(J,4(X)) = 0 per ogni X € M?[a,b]. Per
costruzione, data un’arbitraria successione {X (™}, cy di processi in Sa, b] che converge
verso X in M2[a,b], si ha J,3(X) = limye Jop(X™) in L2(Q, F,P). Dato che la
convergenza in L? implica la convergenza dei valori attesi e visto che E(J, 5(X ™)) =0
per ogni n € N, per la Proposizione , segue che E(J, (X)) = 0. O

Enunciamo infine esplicitamente la continuita dell’integrale stocastico come operatore
da M?[a,b] in L?(Q), F,P), che & una conseguenza diretta della proprieta di isometria.

PROPOSIZIONE 5.16. Per ogni successione {X (™}, cy di processi che converge in
M?[a,b] verso un processo X, la successione dei corrispondenti integrali stocastici

f; Xt(n) dB; converge in L%(Q, F,P) verso ff X; dB;.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi X — X in M?[a,b], cioé | X — X|[;2 — 0, quindi
grazie alla relazione (5.13) || J,5(X™) — ab(X) 2 = | X™ — X2 — 0, cioé
Jap(X™) = J,4(X) in L2(Q). O

Il resto di questo paragrafo é dedicato alla dimostrazione delle Proposizioni (nel
sottoparagrafo e (nel sottoparagrafo |5.2.6)). Vale pero la pena fare una piccola
digressione, per capire meglio il ruolo della misurabilita progressiva.
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5.2.4. DIGRESSIONE. Se si vuole sviluppare una teoria dell’integrazione stocastica, ¢
piuttosto naturale I'idea di definire inizialmente 'integrale stocastico per processi semplici
della forma ([5.7)), tramite I'equazione (la quale & ben definita anche se X ¢ Sla, b)),
e poi estendere la definizione a processi X = {X;},<i<p pitt generali approssimando (in
un senso opportuno) X con una successione di processi semplici X ) es [a, b] e definendo
f; X; dB; come il limite (in un senso opportuno) di f; Xt(n) dB;.

Il punto delicato é capire quali condizioni imporre sul processo X e sui processi semplici
X () perché questa procedura funzioni. Restrizioni a priori molto forti, quali ad esempio
la continuita e 'uniforme limitatezza delle traiettorie di X, non risultano sufficienti. La
ragione di queste difficolta sta nel fatto piti volte menzionato che le traiettorie del moto
browniano hanno variazione infinita.

L’idea fondamentale di |[Ito| [1944] ¢ stata proprio quella di restringersi ai processi
X = {Xt}a<i<p progressivamente misurabili, o pit precisamente allo spazio M 2[a,b]. In
questo modo, come abbiamo visto, si possono sfruttare le proprieta probabilistiche del
moto browniano B per mostrare che, per un’opportuna successione di processi semplici
X™) ¢ S[a,b] che approssimano X, si ha la convergenza in L*(Q, F,P) degli integrali
stocastici f; Xt(n) dB; verso una variabile aleatoria limite, che ¢ per definizione f; X; dBy.

Per capire meglio i problemi che sorgono e il ruolo della progressiva misurabilita, pren-
diamo come integrando il moto browniano stesso: X = {B;};c(4,- Data una successione
di partizioni (") = {a = tén) < tgn) <...< t,({:) = b} dell’intervallo [a, b] con passo che
tende a zero, due possibili scelte di approssimanti di X, a priori entrambe legittime, sono
per esempio

i kn
X" = Y By Lo ooy (@, X = 3 By L o0 (0.
=1

i—1 i—1
Il problema ¢ che queste due scelte portano a risultati diversi! Infatti per n — oo

b b kn
/a XM dB, - /a XM dB, = ; (Byw = Byn)® — b—a  inI?,
grazie alla Proposizione 2.17 Qui emerge chiaramente come la differenza dei risultati
sia proprio dovuta al fatto che il moto browniano ha variazione quadratica positiva. Il
processo approssimante “giusto” per noi ¢ X (™, che & progressivamente misurabile (facile
esercizio), a differenza di X (™ che non ¢ neanche adattato.

5.2.5. DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE |5.8. Cominciamo con alcuni risul-
tati deterministici di approssimazione. Sia L?([a,b]) = L?([a,b], B([a,b]), dt) lo spazio
delle funzioni misurabili da [a,b] a R di quadrato integrabile rispetto alla misura di

Lebesgue, la cui norma sara indicata con || f||2 := (f; f(t)?dt)'/2. Definiamo per n € N
operatore lineare P, : L?([a, b]) — L*([a, b]) mediante

[n(b—a)]—1 1 a+%
Bf)0) = 3 il aizny(®), dove eni(f) = 15 / £(s)ds.

i=1 " (n +E

~
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In parole, 'operatore P,, approssima la funzione f con una funzione P, f costante a tratti
su intervalli di ampiezza %: il valore di P, f in ciascuno di questi intervalli é dato dalla
media di f sull'intervallo precedente. Si noti che se f € L%([a,b]) si ha f € L([a, b)),
perché [a, b] ¢ uno spazio di misura finito, quindi ¢, ;(f) < oo per ogni i, n.

Dimostriamo ora alcune proprieta basilari dell’operatore P,.

LEMMA 5.17. P, ¢ un operatore 1-lipschitziano, cio¢ ||P,f|l2 < | f|l2 per ogni

f € L?([a,b]). Inoltre P, f — f in L?([a,b]) per n — oo, per ogni f € L?([a,b]).

DIMOSTRAZIONE. Per la prima parte, si noti che

ot 2 ot
(Cn,i(f))2 = <(}) /+i1 f(S)ds> < (11)/+i1 f(s)?ds,

n

avendo usato la disuguaglianza di Jensen, da cui si ottiene

[n(b—a)] -1

b
IPSI3 = / P2 = Y (ensl )

i=1

1
n

[n(b—a)]—1 atd b
< Y [t < [ rwra = .
1 a

+171 a

n

=

Per la seconda parte, osserviamo innanzitutto che se g : [a,b] — R ¢& continua si
ha (P,g)(t) — ¢(t) per n — oo, per ogni t > 0 (esercizio). Essendo continua su un
compatto, g ¢ limitata: sup,ciey[9(t)] < K con K € (0,00), da cui segue che anche
SUPsefa) | (Fng)(t)| < K, poiché chiaramente |c,, ;(f)| < K. Si ha allora che ff |(Png)(t) —
g(t)|>dt = ||P.g — gl|3 — 0, per convergenza dominata, cioé P,g — g in L?([a, b]).

Il caso generale di f € L?([a,b]) segue facilmente per approssimazione. Dato che le
funzioni continue sono dense in L?([a, b]), per ogni & > 0 esiste una funzione continua
g tale che | — gl < £, per cui [ Paf — Puglla = | Pa(f — )12 < I — gll2 < &. Dato
che P,g — g in L*([a,b]), fissiamo ng in modo che [|P,g — gll2 < § per n > ng. Dalla
disuguaglianza triangolare segue dunque che per n > nyg

1Pnf = fll2 < 1 Baf = Pagllz + [1Pag —gll2 + llg = fll2 < &
Questo mostra che P, f — f in L?([a,b]) per n — oo, per ogni f € L?([a,b]). O

Passiamo ora all’approssimazione di processi. Notiamo innanzitutto che se X € M?[a, b]
allora per q.o. w € Q la funzione u — X, (w), che indicheremo con X.(w), é in L?([a, b]): in-
fatti || X||3,. = E(f(f X7 dt) < oo e dunque ff X(w)?dt = | X.(w)]]2 < o0 q.c.. Possiamo
allora definire 'operatore P, : M2[a,b] — M?[a, b] ponendo (P X)y(w) :=0se X.(w) &
L?([a,b]), mentre se X.(w) € L?([a,b]) definiamo (P,X)i(w) = (P,X.(w))(t), cioé
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applichiamo l'operatore P, sopra introdotto alla funzione u +— X, (w). Piu esplicitamente:

) [n(b—a)|~1 I
(BX)i = Y Cuilpinuny(®), dove  Cuy = e / "X, ds,
i=1 e n/ Jat o

(5.18)
Chiaramente P, X & un processo con traiettorie costanti a tratti, della forma (5.7)). Il
fatto che C,; sia F i -misurabile segue dal fatto che il processo X ¢ progressivamente

misurabile, per definizione di M?[a,b] (intuitivamente, C,; & funzione di {X,},., Li)

Infine, applicando la disuguaglianza di Jensen si ha che C,,; € L?():

1 a+%
BCL) < o1y [ EGR)ds < nIXIe < oo
n aT ==

In definitiva, abbiamo mostrato che P, X € S[a,b], per ogni X € M?[a,b] e n € N. La
dimostrazione della Proposizione ¢ allora completata con il seguente lemma. O

LEMMA 5.18. Per ogni X € M?[a,b] si ha che P,X — X in M?[a,b] per n — co.

DIMOSTRAZIONE. L’affermazione P, X — X in M?2[a,b] ¢ equivalente a richiedere che
lim 1P X — X3, = lim E (4,(w) = 0, (5.19)

dove abbiamo posto per comodita
A 2 2
Ap(w) = / [(PaX)i(w) = Xy(w)["dt = [P X (w) — X.(w)3,

dove ricordiamo che || - ||2 denota la norma in L?([a,b]). Dato che X.(w) in L?([a,b]) per
q.0. w € Q, grazie al Lemmasi ha che P, X.(w) — X.(w) in L?([a, b]), cioé A, (w) — 0.
La relazione (5.19) segue dunque dal teorema di convergenza dominata: infatti applicando
la disuguaglianza |la — b||?> < (||la|| + ||b])? < 2(||a||* + ||b]|?) e ancora il Lemma
possiamo scrivere

An(@) < 2(IIP X @)]3 + IX.-W)IF) < 4]X.(w)3,

e questa variabile & integrabile: infatti

b
BX@I) = E( [ ) = X < o,

perché per ipotesi X € M?[a, b]. O
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5.2.6. DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE |5.11|. Mostriamo che per ogni pro-
cesso semplice X € S|a, b] si ha J, 4(X) € L*(Q). Se X ¢ della forma (5.7)), per definizione

(ct. (5.8)) si ha
k—1
Jap(X) =Y Ci(Bi,, — By,). (5.20)
=0

Basta dunque mostrare che C; (By,,, — By,) € L*(), per ogni i = 0,...,k — 1. Per
definizione di {F}};>o-moto browniano, (By,,, — By,) ¢ indipendente dalla o-algebra
Fi;, mentre C; & Fy,-misurabile per definizione di Sla,b]. In particolare, le variabili
aleatorie (By,,, — By,)? e C? sono indipendenti, e anche integrabili, perché (By,,, — By,)
¢ normale e C; € L?() per ipotesi. Di conseguenza il loro prodotto & integrabile:
E(Cf(BtiH - Bti)2) = E(Cf) E((BtiJrl - Btz‘)2) < 00, cioe Cj (Bti+1 - Bti) € L2(Q)'

Per quanto riguarda la linearita, dati due processi semplici X,Y € S|a, b], conviene
esprimerli nella forma usando lo stesso insieme di tempi ty,...,t; (eventualmente
aggiungendo istanti di salto fittizi) e dalla definizione segue immediatamente che
Ja,b(aX + BY) - aJa,b(X) + ﬁJa,b(Y)'

Verifichiamo ora le relazioni in . La prima ¢ immediata: ricordando si ha

E—1
E (Job(X) | Fa) = > E(Ci (B, — By,
i=0
E—1
= ZE(CZ | Fa) E(Bti+1 - Bti) =0,
i=0

e
—_

Fa)=>» E(E(C;(B,, — B,)

‘Fti)‘fa)

s
Il
=)

avendo usato ancora il fatto che (B, — By,) ¢ indipendente da JF;, mentre C; ¢ Fy,-
misurabile. Allo stesso modo possiamo scrivere
k—1
E (Jop(X)? | Fa) = Z E (C? (B, — B,)* | Fa)
i=
+2 Y E(Ci(Bi,, —By)C;(Bi,, —By)| Fa).
0<i<j<k—1
Per ¢ < j si ha t;41 < t;. Prendendo la speranza condizionale rispetto a JFy, e osservando
che Cj, Cj e (By,,, — By;) sono Fi,-misurabili, si ottiene

i+1
E (C’L (Bt¢+1 - Btz) Cj (Btj+1 - Btj) | ]:a)
=E (E (Ci (Bti+1 - Bti) Cj (Bth - Btj) | ‘th) | ‘Fa)
=k (Ci (Bti+1 - Bti)cﬂ' E ((Bth - Btj) ’]:t;) |‘7:a) =0,

essendo E((By,,, — By;) | Ft;) = E((Bt,, — B;)) = 0, perché (By,,, — By;) ¢ indipendente

J
da ]:tj' Analogamente? E((Bt - Bti)2"7ti) - E(Btz'+1 - Bti)2 - (ti-f-l - ti)v da cui

i4+1
E (012 (Bti+1 - Bti)Q ‘ ]:a) = E (E (012 (Btz‘ﬂ - Bti)Q“Fti) {f“)
= E(C7 E((Biy, — B.)*|Fi,) | Fa) = E(C7 | Fo) (tisr — ti).

i+1
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Questo mostra che

N

-1

E (Job(X)? | Fa) = . E(C? | Fo) (tiy1 — t;) = E(/abthdt’fa>,

I
o

che coincide con la seconda relazione in ([5.10)).
Infine, le relazioni in ([5.11]) sono una conseguenza immediata di quelle in (5.10)): basta
prendere il valore atteso di entrambi i membri. ]

5.2.7. IL RUMORE BIANCO. In ingegneria e in fisica si fa spesso uso del rumore bianco
(whz’te noise nella letteratura anglofona), intendendo con cid un processo gaussiano reale

= {Ns}s>0 con media nulla e covarianza COV(NS, Ny) =6(s — t) dove 0(+) indica la
delta di Dirac, cioé la “funzione” reale tale che [, d(s)ds=1e [,.0(s)ds =0, per ogni
insieme aperto A che contiene 0.

E ben noto che una funzione siffatta non puo esistere, di conseguenza la definizione di
{Ns}s>0 come processo gauss&ano reale ¢ mal postam Vogliamo perd mostrare informal-
mente che 'integrale By := fo Ngds non ¢ altro che il moto browniano. In effetti, se N
¢ un processo gaussiano di media nulla, anche B = {B; := fo Ngds}i>o lo ¢, in quanto
funzione lineare di N. Resta solo da calcolarne la covarianza: per s < t

Cov(Bs, By) = E[(/N du></tN dv)] = /OS/OtE(Nqu)dvdu
= //6vudvdu = / 1oy (u)du = min{s, t}.

Dalla formula B; = fot Ny ds segue dunque che il rumore bianco puo essere pensato come

dBg
ds ?

la derivata prima del moto browniano (che in effetti sappiamo non esistere!): Ny =
se si preferisce dBs = N, ds.

(6]

Grazie a queste proprietd, é possibile fornire una “dimostrazione” euristica della
proprieta di isometria dell’integrale stocastico. Consideriamo innanzitutto il caso di
integrandi deterministici (integrale di Wiener):

([ s0908.) ( [t05)] = [ [ sot0 i s
:/abg@)(/abf(s) (s s )t = /f Bt = (f,9) e

avendo usato la proprieta ff f(s)d(s —t)ds = f(t). Con argomenti analoghi ¢ possibile
trattare anche il caso di integrandi stocastici X = {X;}s>0, Y = {Y:i}+>0, usando la
relazione E(Xs Ns Y; N) = X Y; 0(s — t), da cui si ricava (5.16)).

fSi pud definire N come processo a valori nelle distribuzioni, ma non esploreremo questa strada.
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5.3. L’INTEGRALE STOCASTICO COME PROCESSO

Ricordiamo che ¢ fissato uno spazio filtrato standard (2, F,{Ft}t>0,P), su cui ¢ definito
un {Ft }+>0-moto browniano reale B = {By}¢>0. Per tutto questo paragrafo fissiamo T > 0
e lavoriamo con processi X € M?[0,T].

Dato X € M?[0,T], per ogni intervallo [a,b] C [0,T] il processo ristretto {X;}yepqp)
¢ chiaramente in M?2[a, b], per cui & ben definito I'integrale f; X;dB;. In alternativa, si
puo considerare 'integrale fOT Xy 1) (t) dBy del processo { Xy 1jqp) () }reor) € M?[0,T).
Approssimando gli integrandi con processi semplici, & facile mostrare che questi due
integrali in effetti coincidono (come classi di equivalenza in L?(§2, F, P)), ossia

b T
/ Xt dBt = / Xt 1[a,b) (t) dBt s qg.c.. (521)
a 0

Notiamo che, grazie alla proprieta , ¢ indifferente usare 1, 5)(t) 0 1 4 (t) all’interno
dell’integrale. Dalla relazione e dalla linearita dell’integrale stocastico in M?2[0, 7],
si ricava I'abituale relazione di additivita dell’integrale rispetto agli estremi di integrazione:
perognisceltadi0<a<b<c<T

c b c
/ Xt dBt = / Xt dBt + / Xt dBt 5 qg.c..
a a b

5.3.1. L INTEGRALE STOCASTICO COME MARTINGALA CONTINUA. Dato X €
M?[0,T], definiamo il processo I = {I; = I;(X) };e[0,r) ponendo

t
I = Jou(X) = / X, dB,. (5.22)
0

Il processo I descrive 'integrale stocastico in funzione dell’estremo di integrazione. Si
noti che I, — I, = Jy4(X) = [ X, dB,.

Abbiamo gia osservato che ¢’¢ una certa arbitrarieta nella definizione di [;(w) per
ogni w € (), dal momento che 'integrale stocastico identifica una classe di equivalenza di
variabili aleatorie e non una variabile aleatoria precisa. Dimostriamo ora che il processo
1= {It}te[O,T} ¢ una martingala di quadrato integrabile, con variazione quadratica esplicita;
mostriamo inoltre che ¢ possibile fissare le versioni di I;(w) per diversi valori di ¢ in modo
“canonico” che fa si che le traiettorie ¢ — I;(w) siano continue.

D’ora in avanti, quando avremo a che fare con il processo I = {I; = fot X dBy}>0,
supporremo sempre di averne fissato una versione continua.

TEOREMA 5.19. Se X € M?(0,T], il processo I = {I;}4c[o 7 definito in (5.22) ¢ una

martingala di quadrato integrabile, la cui variazione quadratica ¢ data da

(I)y = /Ot X2du. (5.23)

Esiste inoltre una modificazione di I con traiettorie continue.
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DIMOSTRAZIONE. Cominciamo a mostrare che il processo I = {Ii},cj07) ¢ adattato,
cioé che I; & Fi-misurabile, per ogni ¢t € [0,7]. A tal fine, per t € [0,7] fissato, sia
{X (M1, ey una successione di processi semplici in S[0,] che convergono in M?[0,1]

() ._

verso il processo ristretto {X S}SE[O,t]' Definendo 1. fot qun) dB,, per costruzione

dell’integrale stocastico (o per la Proposizione @ si ha It(n) — I in L?(Q). Dal fatto
che la o-algebra JF; contiene tutti gli eventi di misura nulla segue che il limite in L?(Q)
di variabili aleatorie F;-misurabili & ft—misurabileﬂ Per dimostrare la F;-misurabilita_di
I; basta allora mostrare che I,"’ & F;-misurabile, per ogni n € N. Per la Definizione
di integrale stocastico di processi semplici se X(™ ¢ della forma (con [a,b] = [0,t])
81haI fo dBS—Z C(BtZH—Bti), dove 0 = tg < t1 < ... < t, = t.
Per costruzione le Varlablh Cje Bt]. sono JF¢, misurabili e quindi F¢-misurabili, perché

€ [0,t] per ogni j =0,...,k, quindi anche It(n) ¢ Fi-misurabile.

Mostriamo ora che vale la relazione di martingala: E(I;|F,) = I q.c., per ogni s < t.
Dato che Iy — Iy = Jg4( f X, dB,, basta mostrare che

E(Js(X)|Fs) =0, q.c.. (5.24)

Per 0 < s < t < T fissati, sia { X },cn una successione di processi semplici in S[s, ] che
convergono in M?2[s,t] verso il processo ristretto {Xu}ue[s,, in modo che Joo (X)) —
Js+(X) in L*(Q) (si ricordi la Proposizione . Grazie alla prima relazione in (5.10)),
valida per processi in S[s, t], sappiamo che E(Jg¢(X(™)|Fs) = 0 per ogni n € N. Dato
che la speranza condizionale & un operatore continuo in L?, possiamo passare al limite in
questa relazione, ottenendo ([5.24). Dato che I; = fg X, dB, € L*(9) per ogni t € [0, T],
per costruzione dell’integrale stocastico, abbiamo mostrato che il processo I = {It}te[QT]
¢ una martingala di quadrato integrabile.

Mostriamo ora che il processo (I) = {(I)¢}¢c[o,r) definito in ¢ effettivamente la
variazione quadratica di I (si ricordi il Teorema [4.17)). Omettiamo la verifica che (I) ¢
un processo crescente, continuo, adattato e nullo al tempo zero (esercizio), limitandoci a
mostrare che il processo {I7 — (I) heor) = {17 — fg X7 du}yeqo,r] € una martingala: con
una semplice manipolazione algebrica, basta mostrare che E(I? — 2| F;) = f X2 du| Fy)

q.c., per ogni 0 < s < t < T. Dato che I & una martingala, si verifica facilmente (si ricordi
la relamone [4.8)) che E(I? — I2|Fs) = E((I; — I5)?|Fs); dato che Iy — Is = Js+(X), resta

solo da mostrare che
t
E(Js+(X)*Fs) =E (/ X2du

Per 0 < s <t < T fissati, sia {X (™}, cn una successione di processi semplici in S[s, t] che
convergono in M?[s, ] verso il processo ristretto {Xy}yefs4, in modo che T (X)) —
Js+(X) in L?(). Grazie alla seconda relazione in (5.10]), valida per processi semplici

]—"S> . (5.25)

TUna successione convergente in L?(Q) converge in probabilita, quindi ammette una sottosuccessione
che converge g.c.; di conseguenza, la variabile aleatoria limite pud essere scritta come limite puntuale
della sottosuccessione, al di fuori di un evento di probabilita nulla.
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in S[s, t], la relazione ([5.25) & verificata rimpiazzando X con X per ogni n € N. La
validita della relazione (5.25) per ogni X € M?[0,T] segue allora passando al limite,
notando che per n — oo

Js

t t
JXON2 g (X)) e / (X2 dy, —s / X2du  in LYQ) (5.26)
S S
e sfruttando la continuita della speranza condizionale in L.
Entrambe le relazioni in (5.26]) seguono dal seguente fatto generale: se (E,E&,P) ¢ uno spazio di
probabilita ¢ Y;, — Y in L*(E,&,P), allora ;2 — Y? in L'(E, £, P). Infatti
1Y = Y2l = E(Y = Y?*) =E(|Ya = Y[ |Ya + Y]) < |[Ya = V|2 Yo + V|2

per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, e visto che Y;, — Y in L? si ha che ||V, —Y||,2 — 0e ||V +Y]| 2
¢ limitato, quindi ¥;2 — Y2 in L'. Scegliendo Y;, = Js «(X™) e Y = J, ;(X) si ottiene la prima relazione
in 7 perché per costruzione Js,t(X(")) — Js1(X) in L?(Q). Scegliendo invece Y;, = XM ey =X,
viste come variabili aleatorie definite sullo spazio (E,&,P) = ([s,t] x Q, B([s,t]) ® F,dt ® P), si ottiene la
seconda relazione, perché per costruzione si ha X™ — X in L2([s,t] x Q) e

t t t t
H/ (X§">)2du—/ X2du = E(‘/ (X5">)2du—/ X2du
s s Ll(Q) s s

t
< E( / |<XL”>>2—X3\du) = XY = X2 e

Mostriamo infine che esiste una modificazione del processo I = {I; };¢[o 7 con traiettorie

continue. Sia {X ™}, oy una successmne di processi semplici in S[0, 7] che converge in
M?[0,T] verso X, cioé || X — X|larzjo,;p — 0 per n — 00, a meno di estrarre una

sottosuccessione, possiamo supporre che || X — X|| 0,7 < %% Di conseguenza, si ha
| X" — x(tD) HM2[0 7] < 75 per ogni n € N, per la dlsuguaghanza triangolare.

Definendo It(n = fo Xlsn dB,, il processo 1™ = {It }te[07T] ¢ una martingala di
quadrato integrabile, per quanto visto nella prima parte della dimostrazione. Mostriamo
ora che il processo I(™ ¢ q.c. continuo. E facile verificare che per ogni 0 <c¢<d<T e
0<t<Tsiha fg lie.a)(s) dBs = Bynt — Bear (basta distinguere i tre casit < ¢, t € [e,d)
et > d e ricordare che z Ay := min{z,y}). Essendo il processo X € S[0,T] della forma
(5.7) (con [a,b] = [0,T]), per la linearita dell’integrale stocastico si ha

-1

(1) (w < / X(”)dB) Zcz )(Bropint(w) — Brul(w)).

i=

Per definizione di moto browniano, esiste C' € F con P(C) = 1 tale che la traiettoria
t — By(w) ¢ continua per ogni w € C. Dato che la funzione t — ¢; A ¢ & continua, segue
che per ogni w € C' la traiettoria t — (It(n))(w) ¢ continua. Questo mostra che il processo
I & q.c. continuo.

Dato che I ¢ una martingala di quadrato integrabile, il processo (I (n) _ 1 ("H))Q
¢ una submartingala, per il Lemma [£.6] Dato che tale submartingala & q.c. continua,
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possiamo applicare la disuguaglianza massimale, cf. il Teorema ottenendo

P<||I-(”)—I-("H)|Ioo > 12> - P( sup |10V — [0+ > 12)
n n

0<u<T

=P < sup (Iz(Ln) _Iz(LnJrl))Q > 14> < n4 E ((I;n) . I}n+1))2)

0<u<T n

T 2
< / (xm — XS(”“))st)
0

dove I'ultima uguaglianza segue dall’isometria (5.13)) dell’integrale stocastico, I'ultima
disuguaglianza segue dall'ipotesi || X ™) — X+, » 0,7 < % e dove abbiamo posto come

al solito || f]lce := Supg<y<r | f(u)]. Dato che Y7, oy -5 < 0o, per il lemma di Borel-Cantelli
n+1
(@)l

n* E

n mn 1
= X0 - XD < S

esiste un evento A con P(A) =1 tale che per ogni w € A si ha HI.(n) (w
-5 per n grande, o pill precisamente per n > ny(w), con np(w) < oo. Apphcando la
disuguaglianza triangolare, per m > n > ng(w) si ottiene

m—1 00
(m) () < (k+1) B (k i (cost. )
177 (w) = 17 ()]s < ’;LHI (W) = I (W]l < z::k < .

Cio significa che per ogni w € ANC la successione di funzioni continue {u — L(Ln) (W) bnen
¢ di Cauchy per || - ||, quindi converge uniformemente per n — oo verso una funzione
continua, che indichiamo con u — LSOO)(UJ). Ponendo LSOO)(UJ) = 0 per w € ANC, abbiamo
definito un processo I(>) = {L(LOO)}UE[QT] con traiettorie continue.

Resta solo da verificare che 1(>) & una modificazione di I. Fissiamo t € [0,7T]. Per
costruzione di I(°) si ha It(n) — It(oo) g.c.. D’altro canto, per la Proposizione ﬁ
ha It(n) = Jo4(XM) — Jou(X) =: I in L*(), perché per costruzione X (™ — X in
M?[0,T]. Dato che una successione convergente in L*({2) ha una sottosuccessione che
converge q.c., i due limiti sono q.c. uguali: si ha dunque It(oo) = 1I; q.c.. ]

OSSERVAZIONE 5.20. Vale la pena sottolineare un aspetto importante, messo in luce nell’ultima parte
della dimostrazione del Teorema Dato X € M?[0,T], esiste una successione {X ™ },cn di processi

semplici M?[0, T tali che q.c.
t t
/ x{"dB, —/ XudBu| — 0
0 0

. . . t N . . .
dove fissiamo una versione continua del processo fo X dB,. Piu precisamente, qualunque successione di

sup
t€[0,T]

per n — oo,

processi {X (™}, e tale che || X (™) — — X|la2p0,7) < 35 ha questa proprieta. O

5.3.2. TEMPI D’ARRESTO E LOCALITA. Vediamo ora due risultati molto utili.

Mostriamo innanzitutto che la relazione fg X, dB, = fOT Xy 1j4)(u) dBy vale anche
quando il tempo deterministico t é sostituito da un tempo d’arresto.
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PROPOSIZIONE 5.21. Sia X € M?[0,7] e sia {I, = fot X, dBy }+>0 una versione
continua dell’integrale stocastico. Per ogni tempo d’arresto 7 tale che 7 < T q.c., vale
la relazione:

/X dB, —/ Xyl (u)dB q.c., (5.27)

dove (Ir)(w) := I () (w), per ogni w € Q.

In altri termini, considerare l'integrale stocastico I; del processo X fino al tempo t e poi
porre t = 7 ¢ la stessa cosa che fare I'integrale stocastico del processo { Xy 1jg ) () }uejo,1-
(Si noti che la prima uguaglianza in (5.27) ¢ solo una questione di notazioni.)

DimosTRAZIONE. Il processo {1(o,)(u)}ue[o,1] ¢ progressivamente misurabile, perché ¢ continuo a destra
e adattato: infatti si ha che 1y ;)(u) = 1{;54} (w) & Fy-misurabile, perché {7 > u} = {r < u}® € F..
Si verifica immediatamente che il prodotto di processi progressivamente misurabili & progressivamente
misurabile, e dato che 1j ,)(u) < 1 segue che {Xy Ljor)(u)}ueo,r) € M?[0,T]. Questo mostra che il
membro di destra nella relazione & ben definito. Chiaramente anche il membro di sinistra é ben
definito q.c.: (I;)(w) := I-(.)(w) per ogni w € € tale che 7(w) < T'. Resta solo da mostrare che queste
due variabili sono q.c. uguali.

Sia {7n }nen una successione di tempi d’arresto che assumono valori discreti, tali che 7, | 7 q.c. per
n — oo (ridefinendo 7, come 7, A T, possiamo assumere che 7, < T'). Supponiamo di aver dimostrato
la relazione per T, cioé I, = fOT Xuljo,r,)(w) dBy. Per n — oo si ha I, — I, q.c., poiché
abbiamo fissato per ipotesi una versione di I con traiettorie continue. Dato che Xy (w) 1jo,r, (w))(®) —
Xu(w) 1jo,7(w)) (1) per q.o. (u,w), per convergenza dominata (|X (W) L0, @) (@) < [Xu(w)|) si ha
X 10,7,y — X 19,y in M?[0,T7, qumdl fo Xuljo,r,)(u)dBy — fo Xy 1o, (u) dBy in L*(Q). Dato che
una successione convergente in L? ha una sottosuccessione convergente q.c., le due variabili aleatorie
limite I e fo Xu 1[0,7)(u) dBy sono g.c. uguali e la relazione é dlmostrata.

Sia {X™},.cn una successione di processi semplici che converge verso X in M2[0, T]. Supponiamo
di aver dimostrato la relazione con X™ al posto di X, cioé I£n> = fOT Xﬁ") 1[0’7)(u) dB,, dove
1™ = fg X" dB,. Se scegliamo X in modo che || X — X||ap2p0,7) < 375, abbiamo visto nella
dimostrazione del Teorema che per g.o. w € Q si ha la convergenza di I<” (w) per n — oo verso
I;(w), (uniformemente) per ogni t € [0,T]; scegliendo ¢t = 7(w) si ha che Iy(g)(w) — I () (w), ciog
I - I, q.c.. Analogamente, || X" )1j0,1y) — X1, »llarzo,r < [ x ™) — X||ar2j0,m) < 35, quindi anche
fo x{m 1j0,r)(u) dBy — fo Xu 1, (u) dBy q.c.. Questo mostra che I, = fo Xulp,r(u)dBy q.c., ciog
la relazione (|5.27)).

Resta infine da dimostrare che la relazione ¢ verificata quando X € un processo semplice e T
assume un insieme discreto di valori: in questo caso 'integrale stocastico & dato dalla formula elementare
(5.8) e la validita di (5.27) si verifica facilmente con un calcolo diretto. O

Mostriamo infine che I'integrale stocastico, pur non essendo definito puntualmente per
ogni w € €, ¢ tuttavia un operatore che agisce localmente. Dato un evento A € F, diciamo
che una proprieta vale “per q.o0. w € A” intendendo che esiste N € F con P(N) = 0 tale
che la proprieta vale per ogni w € A\ N.

PROPOSIZIONE 5.22 (LOCALITA DELL'INTEGRALE STOCASTICO). Sia A € F un
evento e siano X,Y € M?[0,T] processi tali che per q.o. w € A si abbia X, (w) = Y, (w)
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per Leb-q.o. u € [0,T]. Allora gli integrali stocastici di X e Y coincidono q.c. su A:
per q.0. w € A si ha (/XdB) </YdB> w), Vte€[0,T]. (5.28)

Sottolineiamo che affinché 'uguaglianza (5.28)) valga per ogni t € [0, T] occorre scegliere
le versioni continue dei processi {fot XudByuti>0 € {fg Y, dBy}i>0 (in caso contrario,
I'uguaglianza vale solo per Leb-q.o. t € [0,T]).

DiMOSTRAZIONE. Introduciamo i processi semplici xm .= PnX e Y™ .— PnY come in (5.18]). Essendo
definiti puntualmente per ogni w, segue dalle ipotesi che per q.0. w € A si ha X(”)( ) = Y(n>( ) per

ogni u € [0,7T] e quindi fo XM (w) dBu( fo Y™ (w) d By (w) per ogni t € [0, T], direttamente dalla
definizione (| . ) di integrale stocastico d1 pr006551 semplici.

Per il Lemma X™ 5 X e Y™ Y in M?[0,T], per cui possiamo estrarre sottosuccessioni X ™
e Y™ tali che || X™ — Xl arzp0,77 < % e ||Yy™ — Yz, < 7%3 Segue allora dall’Osservazione
che per q.0. w € Q si ha

([ 5o ([ o ([70am Yo [ an o

uniformemente in ¢t € [0,7]. In particolare, per q.o. w € A si ha (fot XudBy)(w) = (fot Y, dB,)(w) per
ogni t € [0,T]. O

5.4. L’INTEGRALE STOCASTICO IN M} [a,D]

loc

Ricordiamo che ¢ fissato uno spazio filtrato standard (0, F,{Ft}t>0,P), su cui ¢ definito
un {F h>0-moto browniano reale B = {B;}+>0.

Abbiamo definito 'integrale stocastico fg X, dB,, per processi progressivamente misu-
rabili tali che E( fo X2 du) < 00. Mostriamo che questa ipotesi si puo rilassare, richiedendo
solo che Nx(w fo 2du < oo per q.0. w € (l (si ricordi ’Osservazione

5.4.1. Lo spAazio MI%C[a, b]. Siano 0 < a < b < oo numeri reali fissati.

DEFINIZIONE 5.23. Indichiamo con M%C [a, b] lo spazio vettoriale dei processi X =
{Xt}te[a,p) Progressivamente misurabili tali che f; X?(w)dt < oo per q.0. w € Q.

OSSERVAZIONE 5.24. Ogni processo X = {Xt}te[a,b] adattato e q.c. continuo appartiene
allo spazio MlOC [a, b]. Infatti il processo X ¢ progressivamente misurabile per il Lemma
(ricordiamo che lo spazio di probabilita e la filtrazione sono completi per ipotesi). Inoltre,
per q.o. w € § la funzione ¢ — X;(w) ¢ continua sull’intervallo compatto [a, b], dunque ¢
limitata; in particolare, ff X?(w)dt < oco. O

TQuest’ultima & sostanzialmente la condizione piu debole per poter definire l'integrale stocastico
fot Xy dBy: si veda ad esempio il Problema 4.11 nel capitolo 3 in |[Karatzas e Shreve} [1998|.
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Fissiamo ora [0,7] C [0,00) ed estendiamo la definizione dell’integrale stocastico a
processi in Mlic[(), T], mediante una procedura detta localizzazione. Risulta conveniente
costruire da subito I'intero processo I; = fg X, dB,, per ogni t € [0,T].

Fissato un processo X = {X;}ycpo7] in Mg _[0,T], introduciamo per n € N la variabile
aleatoria 7,, definita da

t
Tp := inf {t € 10,77 : / X2du > n}, (5.29)
0

con la convenzione inf () := co. La variabile 7;,, ¢ un tempo d’arresto per il Lemma [3.23}
infatti il processo { fg X2 du}te[o,T} é progressivamente misurabile, in quanto q.c. continuo
e adattato (perché?). Osserviamo che {7, },en € una successione crescente di variabili
aleatorie a valori in [0,7] U {oo} e vale 'uguaglianza

Ay = {m =00} = {/OTxgdugn}. (5.30)

Questo mostra che la successione di eventi { A, },en € crescente e si ha
T
P(UAn>:P</ Xﬁdu<oo> =1, (5.31)
neN 0

[0, 77.
Definiamo per ogni n € N un processo X (") = {X&")}HG[O’T} ponendo

perché per ipotesi X € M2

loc

XM =Xy 1, (w), ossia X{M(w) = Xu(w) Ljom () (1) -

Dato che q.c. la funzione t — f(f X2 du ¢ continua, segue dalla definizione di 7, che q.c.

T T Tn AT
/0 (X2 du = /0 X210y (u)du = /0 X2du < n.

Di conseguenza E( foT(Xl(Ln))2 du) < n < 0o. Essendo X progressivamente misurabile
(esercizio), si ha dunque X e M?[0,T], per ogni n € N. E dunque ben definito il
processo I(") = {It(n)}tE[O,T] dato da

t t
I = / xmdB, = / Xy Loy (w) dB,, (5.32)
0 0

e inoltre 7™ & una martingala di quadrato integrabile. Grazie al Teorema, possiamo
scegliere una versione continua di I, e cosi facciamo. Vogliamo ora mostrare che per
n — oo il processo I converge verso un processo limite, che sara per definizione
I'integrale stocastico di X.

Fissiamo m € N. L’osservazione fondamentale & che sull’evento A, := {7, = oo}

(m)
t

si ha q.c. It(n) = per ogni n > m e per ogni t € [0,T]. La spiegazione intuitiva é
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molto semplice: se 7,,(w) = 0o, a maggior ragione 7,(w) = oo per n > m; nella relazione
si ha allora 1j 7, () (u) = ljgooy(u) = 1 per ogni u € [0,1], dunque It(n) non
dipende da n > m. Formalizziamo questo argomento: i processi {Xy L 7,y (%) }uejo,1]
e {Xu1jor,)(u)}ueo,m coincidono sull’evento A, perché per w € Ay, si ha 7,(w) =
Tm(w) = 00, di conseguenza per la Proposizione esiste N,,, € F con P(N,,) = 0 tale
che per ogni w € A, \ Ny, si ha It(n) (w) = t(m) (w) per ogni t € [0,T] e per ogni n > m.
In altri termini, per w € Ay, \ Ny, la funzione {It(n) (W) }eepo, ) non dipende da n > m,
quindi esiste il limite

L(w) = lim I™(w), Vte[0,T]. (5.33)
n—oo
Dato che m € N ¢ arbitrario, questo limite esiste per ogni w € A := {J,,en(Am \ Nm).
Osservando che A 2 (U, ,eny Am) \ (Umen NVm), possiamo scrivere

P(A) 2 P(UmENAm)_P(UmENNm) = P(UmENAm) =1,

grazie alla relazione ([5.31)). In definitiva, possiamo dare la seguente

DEFINIZIONE 5.25. Per ogni X € M2 _[0,T), si definisce integrale stocastico di X
rispetto a B il processo I = {I; =: fg Xy dBy}iejo,r) definito dal limite in (5.33)) per
ogni w € A (dove P(A) =1); per w ¢ A poniamo [;(w) = 0.

OSSERVAZIONE 5.26. Dato X € Mg _[0,T] e n > 0, dalla costruzione data segue che per

q.0. w € {7, = 00} = {foT XZds <n} siha {1i(w) e = {It(n) (w) }tejo,17, ossia

(/ot Xu dB“) (w) = (/Ot Xulpo7)(u) dBu) (w),  Vtelo,T].

In particolare, per q.o. w € Q esiste ng = np(w) < oo tale che I}(w) = t(no)(w) per ogni

t € [0,T]. Di conseguenza, anche per X € M2 [0,T] I'integrale stocastico I = {I; };e(0.1]
ha traiettorie continue, perché {X; 1o .\ (t) }se0,1) € M?[0,T] e dunque abbiamo potuto

scegliere versioni continue dei processi {It(n) (w) }eeqo,r)- O

OSSERVAZIONE 5.27. Sinoti che la definizione é effettivamente un’estensione dell’integrale stocastico,
cioé se X € M?[0,T)] la variabile I; definita in questo modo coincide con I'integrale stocastico definito
in precedenza. Abbiamo gia notato che se X € M2_[0,T] (a maggior ragione se X € M?[0,T]) si ha
limyp o0 Xu (W) Ljo,7, () () = Xu(w) per q.0. w € Qe per ogni u € [0,T]. Di conseguenza, se X € M?>[0,T],
per convergenza dominata (| Xu(w) Ljo,r, (w)) (1) < |Xu(w)|) segue che X 1o ...y — X in M?[0,T]. Per la
Proposizione la variabile [t(n> = fot xm 1{0,r,) (u) du converge in L*() per n — oo verso l'integrale
stocastico fg X, du, che risulta dunque q.c. uguale alla variabile I; definita in . O

5.4.2. PRIME PROPRIETA. Dato X € M2

loc
col ={I; = f(f Xy dBuy}ejo,7) € abbiamo visto che ¢ un processo con traiettorie continue.

[0, T], abbiamo definito I'integrale stocasti-

E immediato verificare che l'integrale stocastico & un operatore lineare su M2 .[0,T).
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Purtroppo molte proprieta possedute dall'integrale stocastico per processi in M?2[0, T
vengono perse. Per esempio, la variabile aleatoria fg X, dB, in generale non é integrabile,
a maggior ragione non ¢ in L?(Q).

Non ha molto senso parlare di isometria per l'integrale stocastico in MI%C[O,T], in
quanto su MI%C [0,7] non c¢’é una struttura naturale di spazio metrico. Ci si puod tuttavia
chiedere se valga qualche forma di continuita analoga alla Proposizione La risposta
¢ affermativa a patto di sostituire la convergenza in M?2[0,T] e L?(€2) con la convergenza
in probabilitd, come mostra il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 5.28. Siano {X(},cy, X processi in 2C[0 T] con la proprieta

che fo X — X,|2du — 0 in probabilita. Allora anche fo " 4B, — fo X, dBy in
probabilita.

Prima della dimostrazione, enunciamo un’utile disuguaglianza.

PROPOSIZIONE 5.29. Per ogni X € Mg [0,T] e per ogni &,6 > 0 si ha che

T
(sup /XdB >5>§%+P</ des>5).
t€[0,T] € 0

DiMOSTRAZIONE. Introduciamo il tempo d’arresto 7 := inf{t € [0,T] fg X2ds > ¢} e poniamo
= fo X,dBs e I := fo Xs1p0,)(s) dBs. Grazie all’Osservazione | per q.o. w € {7 = o0} =
{f X2ds < 6} si ha Iy (w) = I;(w) per ogni t € [0,T], per cui

P(sup |It|>5> §P<sup |I:| > ¢, TIOO> + P (1 < )

te[0,T] te[0,T]

T
<P sup || >e¢ +P</ des>5).
t€[0,T) 0

Si noti che I; = fot X: 1j0,-)(s) dBs ¢ una martingala continua, perché {Xs 1jo+)(5)}sejo, 1) € M?[0,T]
(infatti, per definizione di T, fOT(XS Ljo,r)(s))*ds = OTAT X2ds < §). Applicando la disuguaglianza
massimale alla submartingala continua I? e l'isometria dell’integrale stocastico in M? [0, 77, si ottiene

~ 1 1 1 ™wro ., 5
Pl sup | >¢e| < —QE((IT = —2 X lon(s)ds) = = Xids | < . O
te[0,T € € 0 £

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOsIZIONE [5.28] Per ogni ¢ > 0, applicando la Proposizione[5.29] al processo

XM — X con § =¢&%/2, si ha
T 3
L < s er( [ e 2).
2 ) 2

P (' /OT(XSW — X,)dB,

Per ipotesi I'ultimo termine tende a zero per n — oo, quindi ¢ minore di €/2 per n grande. O

Restano anche validi i risultati descritti in che riformuliamo per X € M2 _[0,T]
nelle proposizioni seguenti (che non dimostriamo).
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PROPOSIZIONE 5.30. Se X € M2 _[0,T] e T ¢ un tempo d’arresto tale che 7 < T
g.c., vale la relazione

T T
=0 / X,dB, = / Xulpm (u)dB, q.c..
0 0

DIMOSTRAZIONE. Poniamo 7, :=€ {t € [0,7T] : fg X2du > n}, X\ = X, 1o, (t) € I =
fot X{™ dB,. Ricordando la costruzione dellintegrale stocastico per X € MZ.]0,T], per q.o. w € Q
si ha sup,¢(o 7 \It(m(w) — I(w)| — 0 per n — oo; in particolare, IY(LZ;)( ) = I:(w)(w). Ricordando che
XM e pm? [0,T] per ogni n € N, grazie alla Proposizione applicata a I possiamo scrivere

I, = lim I = lim X( )1[07)( )dB., q.c..

n— 00 n—oo Jq

Se mostriamo che fOT |X1<L") Ljo,n(u) — Xulp-)(w)|*du — 0 in probabilita per n — oo, applicando la
Proposizione [5.28| otteniamo che

T T
I, = lim X 10,0y (u) dB, = / Xulo.(u)dB.  qec.,
0

n—oo Jq

completando la dimostrazione. Se fissiamo w € 2 tale che 7, (w) — +o00 € fOT | Xu(w)|? du < oo, per tali w
si ha X" Lio,r) (u) = Xu 1j0,7,)(w) 1jo,7)(u) = Xu 1j0,+)(u) per ogni u € [0,T7]; dato che

X 10, (1) = Xu Lo,y (w)] = | Xul Ljo,r () [ Lo,y (u) — 1] < | Xl

per convergenza dominata si ottiene fOT \Xﬁ") 10,7 (u) — Xy 1[077)(u)|2 du — 0. Dato che 7, — o0 e
fOT | X.|? du < 0o q.c., abbiamo mostrato che fOT x5 Lio,ry (1) — Xu 1o, (w)|* du — 0 g.c.. O

PROPOSIZIONE 5.31 (LOCALITA DELL'INTEGRALE STOCASTICO). Sia A € F un
evento e siano X,Y € M2 [0, T] processi tali che per q.o. w € A si abbia X, (w) = Y, (w)
per Leb-q.o. u € [0,T]. Allora i rispettivi integrali stocastici coincidono q.c. su A:

per q.0. w € A si ha </XdB> </YdB> w), Vte[0,T]. (5.34)

DIMOSTRAZIONE. Per costruzione dell’integrale stocastico in Mg [0, T], per q.o. w €  si ha

t t t t
X,dB, = lim Xf‘") dB,, e / Y, dB, = lim qu") dB, uniformemente in t € [0,7T],
0 n—0o0 0 0 n—o0 0
(5.35)
dove X\ := X, Ly, 7_x)( u), T = inf{t € [0, T : fo X2du > n} e analogamente Y.\ := Y, Lo,y y(u),
7',}: = 1nf{t € [0,T] fo Y2 du > n}. Per ipotesi, per q.0. w € A Sl ha X, (w) = Yu(w) per Leb-q.o.
€ [0,T], quindi 7, (w) = 7Y (w) e di conseguenza xm (w) = Y (w) per Leb-q.o. u € [0,T]. Segue

allora dalla Proposizione |5.22| che per q.0. w € A si ha ( fo X{™ dB.)(w fo Y™ dB,)(w) per ogni
t € [0,T]. Ricordando la relamone - la dimostrazione & conclusa. O

Mostriamo infine che per integrandi continui l'integrale stocastico si ottiene come
limite delle somme di Riemann.
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PROPOSIZIONE 5.32. Sia X = {X};c[o,r) un processo adattato e q.c. continuo (di
conseguenza X € M2 _[0,T]). Per ogni successione di partizioni 7™ = {0 =: t(()n) <
(n)

tgn) <...<t,’ =T} dipasso tendente a zero si ha:

kn—1 T
— . fgns
> X (Bym — Bym) — / X,dB, in probabilita. (5.36)
i—0 7 1+1 7 0
DIMOSTRAZIONE. Notiamo che il membro sinistro in (5.36]) coincide con fOT X dB,, dove poniamo
XM = 21?20*1 X, 1[t(") () )(u). La funzione u — X, & q.c. continua su [0, 7], quindi uniformemente
i i i1

continua, quindi sup,,¢ (o 7 |Xu—X{| = 0q.c. per n — co. Di conseguenza anche fOT |x —X,*du—0
q.c. e dunque per la Proposizione fOT xdB, — fOT X, dB, in probabilita per n — oco. O

5.4.3. MARTINGALE LOCALI. Abbiamo gia osservato che in generale l'integrale sto-

castico fg X, dB, non é una variabile integrabile per X € MI%C[O, T]. Di conseguenza, il
processo I = {I, = fg Xu dBu}te[o,T] in generale puod non essere una martingala. Tuttavia

esso & una martingala locale, nel senso della definizione seguente.

DEFINIZIONE 5.33. Un processo stocastico reale M = {M;}ser, definito su uno
spazio filtrato (2, F, {Fi}ieT, P), € detto martingala locale se esiste una successione
di tempi d’arresto {7, }nen per cui lim,_,o 7, = 00 q.c. e tali che per ogni n € N il
processo arrestato M™ = {M;™ := M, her sia una martingala.

PROPOSIZIONE 5.34. Per ogni processo X € M2 _[0,T], l'integrale stocastico I =
(L = Ji X, dBy}efo,r] ¢ una martingala locale.
DIMOSTRAZIONE. Basta scegliere i tempi d’arresto {7, }nen definiti in , per i quali si
ha 7, = 00 q.c. per n — oo: in effetti, dalla relazione e dal fatto che fOT X2du < 0o
g.c. segue che per q.o. w € § esiste ng(w) < oo tale che 7,(w) = oo per ogni n > np(w).
Notiamo che 1jg a7,y (u) = Ljo ) () Ljo4)(u). Applicando la Proposizione al tempo
d’arresto t A 7, < T e la relazione 7 si ottiene

tATn T
Iipnr, = / XydB, = / Xu l[O,t/\Tn) (u> dBy,
0 0

T t
= /0 (Xu 1[0’Tn)(u)) 1[0,t) (u) dBu = /0 Xu 1[07%)(11,) dBu .

Come abbiamo notato in precedenza, il processo { Xy 1jg 1.y (1) }uejo,r] € in M?[0, T}, quindi
{I{™ = Linr, breo,7) € una martingala per il Teoerma 5.19} O

Segue immediatamente dalla Definizione che una martingala ¢ una martingala
locale (basta scegliere 7, = 00). Il viceversa non ¢ vero, per esempio perché una martingala
locale non é necessariamente integrabile. Questa non ¢é tuttavia la sola mancanza: esistono
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infatti martingale locali integrabili (o anche uniformemente integrabili) che non sono
martingale. Sono pertanto utili condizioni sufficienti per concludere che una martingala
locale é una vera martingala, come quelle descritte nel lemma seguente.

LEMMA 5.35. Sia M = {M;}ser una martingala locale.

e Se esiste una variabile aleatoria integrabile Y tale che |M;| <Y q.c., per ogni
t > 0 (in particolare se M ¢ limitata), allora M ¢ una martingala.

e Se M; >0 q.c., per ogni t € T, allora M é una supermartingala.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi, esiste una successione di tempi d’arresto {7, }nen, tali che
T, — 00 per n — oo, tali che {Mnr, }ter ¢ una martingala. In particolare, per ogni
s,t € T con s < t si ha q.c.

E(Mt/\Tn|‘FS) = Ms/\‘rn y (537)

e inoltre My,,, € una variabile aleatoria (integrabile) Fi-misurabile, per ogni ¢t € T.

Dato che q.c. 7, = 0o per n — oo, si ha q.c. My = lim,,_,oc Minr,, per ogni t € T. Di
conseguenza, M,; é F,-misurabile per ogni ¢ > 0 e dunque il processo M ¢ adattato.

Se |My| <Y per ogni t > 0, con Y integrabile, segue che M; € L' per ogni ¢t > 0.
Applicando il teorema di convergenza dominata per la speranza condizionale in , si
ottiene E(M;|Fs) = M q.c., cioé M ¢ una martingala.

Supponiamo ora che M; > 0 g.c., per ogni ¢ > 0. Dalla relazione segue che
E(Min-,) = E(My), per ogni n € N e t > 0, quindi per il lemma di Fatou

E(M,) = E( lim Mtw) < lim E(M;n,,) < B(Mp) < 0.
n—oo n—oo

Questo mostra che M; € L' per ogni t > 0. Applicando il Lemma di Fatou per la speranza
condizionale in ([5.37)), si ha infine q.c.

E(M,| F,) = E(liminfMtATn
n—oo

7)) < lminf E(Min, | ) = lim My, = M,
n—oo n—oo

cioé M & una supermartingala. O

5.5. GLI SPAZI M2 E M?

loc

Finora abbiamo considerato processi X = {X}¢|o,r) indicizzati da un intervallo limitato
[0, T]. Talora risulta pero utile lavorare con processi il cui insieme dei tempi é Uintera
semiretta positiva. Diamo quindi le seguenti definizioni.

DEFINIZIONE 5.36. Indichiamo con M? (risp. M%OC) lo spazio vettoriale dei processi
progressivamente misurabili X = {X;};c[00) tali che per ogni ' > 0 si ha X =
{Xt}te[o,T} e M?[0,T] (risp. X = {Xt}tE[O,T] € M]%c[oaT])'
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Un processo X = {X;}+>0 ¢ dunque in M? (risp. in M2 ) se e solo se & progressiva-
mente misurabile e per ogni 7' > 0 si ha E(fOT X2 dt) < oo (risp. fOT XZ2dt < oo q.c.).
Chiaramente si ha 'inclusione M? C M%OC.
Sottolineiamo che per X € M? si pud avere E(foC>O X?dt) = oo; analogamente, per

X € M} sipuo avere [ X2 dt = oo q.c..

Se X € Ml2oc (in particolare, se X € M?2), 'integrale stocastico I; = fg X, dB, ¢é ben
definito per ogni ¢ € [0, 00) e valgono i risultati visti nei paragrafi precedenti. Sottolineiamo
in particolare che:

e se X € M2, il processo I = {I;};>0 ¢ una martingala di quadrato integrabile che
. . N . N . N t 2
ammette una versione continua, la cui variazione quadratica ¢ (I); = fo X du;

ese X € M2 _, il processo I = {I;};>0 ¢ una martingala locale che ammette una

versione continua; il processo (I); = fg X2 du, ben definito per ogni ¢ € [0, 00), sara
ancora detto variazione quadratica della martingala locale 1.
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6. CALCOLO STOCASTICO E
APPLICAZIONI

In questo capitolo dimostriamo la formula di Itd, il cuore del calcolo stocastico, e ne
discutiamo alcune applicazioni. Per tutto il capitolo, supporremo di avere fissato uno
spazio filtrato standard (2, F,{Fi}i>0,P), su cui é definito un {F;}i>0-moto browniano
reale (o vettoriale, quando specificato) B = {Bi}+>0.

6.1. FOrRMULA DI ITO PER IL MOTO BROWNIANO

Sia s + by una funzione reale definita su [0,¢] di classe C!, cioé che ammette derivata
prima b’ continua. In particolare, b ha variazione finita e la corrispondente misura ¢
dbs = b/, ds, cioe per ogni f : [0,¢] — R misurabile e limitata si ha

[ e = [ sonas,

Un caso particolare in cui questo integrale si calcola esplicitamente si ha quando l'inte-
grando ¢ della forma f(s) = F'(bs), con F : R — R funzione di classe C'. Infatti, grazie
alla formula di derivazione delle funzioni composte (chain rule nella letteratura anglofona)
si ha F'(bs) b, = %F(bs) e applicando il teorema fondamentale del calcolo si ottiene

/t F'(by)dby = F(by) — F(bo).
0

In particolare, scegliendo F(x) = 2 si ottiene 2 fot bsdbs = b3

Ci si puo chiedere se valga un’analoga formula per 'integrale stocastico. Consideriamo il
caso semplice dell'integrale 2 fg Bs dB;. Secondo le regole dell’integrale ordinario dovrebbe
dare B?, ma questo non é possibile: infatti sappiamo che il processo { fg B;dB;}i>0 € una

martingala (nulla al tempo zero), poiché B € M?2, quindi si deve avere E(2 fg B;dB;) =0,
mentre invece E(B?) = t. Per calcolare l'integrale, sia m = {0 =tg < t; < ... <t =t}
una partizione di [0,¢]. Osservando che x? — y? = 2y(x — y) + (x — y)?, scriviamo

k-1 k-1 k—1
BtQ - Z Btgi-!—l o BtQZ = 2 Z Bti (Bti+1 - Btz) + Z(Bt¢+1 - Bti)2 .
=0 1=0 i=0

Se ora prendiamo una successione di partizioni 7(™ di passo tendente a zero, il secondo
termine converge in L? (quindi in probabilita) verso ¢ mentre il primo termine converge
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in probabilita verso l'integrale stocastico 2 fg B, dB; per la Proposizione perché B
ha traiettorie continue. Otteniamo dunque la formula

t
2/ B,dB;, = B} — t,
0

che contiene un termine extra rispetto all’integrale ordinario. Si noti che il valore atteso
del membro destro di questa relazione € correttamente nullo.

I caso di un integrale f(f F'(By) dB; generale, per F di classe C? (cioé che ammette
derivate prima e seconda continue), porta alla celebre formula di Ito.

TEOREMA 6.1 (FORMULA DI ITO). Se F: R — R ¢ di classe C?, si ha q.c.

F(B,) — F(Bo) = /Ot F/(B,)dB, + ;/Ot F'(B)ds, Vt>0.  (6.1)

Prima di procedere alla dimostrazione, si noti che l'integrale stocastico in (6.1)) & ben
posto, perché il processo {F'(Bs)}s>0 ¢ (adattato e) q.c. continuo, quindi in M?

loc®

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA [6.1l Cominciamo a considerare il caso in cui F” ¢&
limitata: C' := sup,ep |[F"(z)] < o0. Siam = {0 =ty < t; < ... < & = t} una
partizione di [0,t]. Lo sviluppo di Taylor al secondo ordine con resto di Lagrange da
F(y) — F(z) = F'(z)(y — =) + $F"(2)(y — ), per un opportuno z € [z,y] (se z < y,
altrimenti z € [y, z]), per cui possiamo scrivere

k—1
F(Bt) _F(BO) = : (F(Btz'-u) - F(Btz))
k—1 = 1 k—1
= F/(Bti)(BtiH - By) + 9 ZF”(BSZ-)(BMH - Bti)27 (6.2)
1=0 =0

dove s; € [ti,tiy1] (¢ stata usata la continuita delle traiettorie del moto browniano).
Fissiamo t > 0 e sia 7 = 7(") = {0 = t(()”) < tgn) <...< tgz) = t} una successione di
partizioni con passo tendente a zero. Dato che il processo {F’(B;s)}s>0 ¢ adattato e q.c.
continuo, il primo termine in converge in probabilita per n — 0o verso fot F'(B;s)dBs,
grazie all’approssimazione di Riemann dell’integrale stocastico in MIQOC (cf. Proposizio-
ne Mostreremo che anche il secondo termin X, = Zf;ol F"(Bs,)(By,,, — By,)?
converge in probabilitd per n — oo, verso la variabile aleatoria f(f F"(s)ds. Segue allora
dalla relazione che F(By) — F(Bp) converge in probabilitd per n — oo verso il
membro destro in (6.1). Ma la variabile aleatoria F(B;) — F(By) non dipende da n € N,

per cui pud convergere in probabilita solo se é q.c. uguale al suo limite. Questo mostra che,

Si puo mostrare che la convergenza ha luogo anche in L?, per I'isometria dell’integrale stocastico in
M?[0,] (si usa il fatto che F” ¢ limitata, da cui segue che |F'(x)| < a + b|z|, con a,b € (0, 00)).

tPer alleggerire la notazione, omettiamo d’ora in avanti la dipendenza da n in k = ky, nei punti
t; = tgn) della partizione 7™ e in s; = si")
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per ogni t > 0 fissato, 'uguaglianza in vale g.c.. Dato che l'intersezione numerabile
di eventi quasi certi € un evento quasi certo, si ha che q.c. la relazione vale per ogni
t € QN [0, 00). Infine, poiché entrambi i membri in sono g.c. continui in ¢, segue che
q.c. la relazione vale per ogni ¢ € [0, 00).

Resta solo da mostrare che, per ogni ¢ > 0 fissato, X,, := Zf:_ol F"(Bs,)(Bi,,, — B,)?
converge in probabilita per n — oo verso A := f(f F"(Bs)ds. Nel seguito, per dimostrare
la convergenza in probabilita di una successione di variabili aleatorie, sfrutteremo il
Corollario [I.12} ci basterd dunque mostrare che per ogni sottosuccessione esiste una
sotto-sottosuccessione che converge in probabilita.

Introduciamo un primo processo approssimante Y;, := Zi':ol F"(By,)(Bt,,, — B,)*
per il quale possiamo scrivere

- Btz‘)z

i+1

’Xn - Yn| < Z ’F” F//(Bsz-)‘ (Bt

k—1
< ( sup |F"(B,) — F"(B > By, — . (6.3)
r,5€(0,t]

s [r—s| <[z (M) i=0

Dato che q.c. la funzione s — F”(Bs) ¢ continua, essa & uniformemente continua su
[0,¢], dunque il sup in tende a zero q.c. per n — co. Per quanto riguarda la somma,
sappiamo che essa converge verso ¢ in L?, quindi in probabilita. Da co segue facilmente
che |X,, — Y,| — 0 in probabilita: infatti, per ogni sottosuccessione si pud estrarre
una sotto-sottosuccessione tale che la somma in converge g.c. verso t; lungo tale
sotto-sottosuccessione si ha allora |X,, — Y,| — 0 q.c., dunque in probabilita.

Introduciamo il secondo processo approssimante Z, := Zf:_ol F"(By,)(tig1 — ti).
Definendo A; := (By,,, — By, )2 — (tis1 — t;) possiamo scrivere
2 k—1k—
(Yo — Zy) (ZF” (By,) ) ZZ D F"(By) A A
i=0 j=0

Peri < jsiha E(F"(By,) F"(By;) Ai Aj) = E(F"(By,) F"(By;) A E(Aj]F;,)) = 0, perché
(F"(By,) F"(Bt;) A¢) & Fi,-misurabile, mentre A; ¢ indipendente da 73, e ha media nulla.
Un analogo discorso vale per i > j. Dato che |F"(z)] < C < oo, si ha dunque

k—1
B((Y, — Z)?] = ) _E[F"(B,)’| E[A]] < C? ZE [AZ].
=0

Per l'invarianza di scala E[((B; — Bs)? — (t — 5))?] = ¢(t — 5)?, dove abbiamo posto
c:=E[(Z? —1)?] € (0,¢) con Z ~ N(0,1), per cui

k—1
E[(Y, — Zn)?] < C? CZ tisn —t)? < CPe|n™| Y (tip1 —ti) = CPet|xl)].
=0
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Questo mostra che |Y;, — Z,| — 0 in L2, quindi in probabilita.

Infine, ricordando che A = fg F"(Bs)ds, & chiaro che per n — oo |Z, — A| — 0
q.c., quindi in probabilita. Infatti q.c. la funzione s — F”(Bs) & continua su [0,t] e di
conseguenza le somme di Riemann convergono verso il corrispondente integrale.

Infine, per la disuguaglianza triangolare possiamo scrivere

‘Xn_A’ < ‘Xn_Yn’ + |Yn_Zn‘ + ’Zn_A"

Avendo mostrato che i tre termini nel membro destro di questa relazione convergono a
zero in probabilita, segue facilmente che |X,, — A| — 0 in probabilita: infatti, per ogni
sottosuccessione basta scegliere una sotto-sottosuccessione {ny }ren lungo cui i tre termini
tendono a zero q.c. e si ha che anche |X,,, — A| — 0 q.c., dunque in probabilita. Questo
conclude la dimostrazione nell’ipotesi in cui F” ¢ limitata.

11 caso in cui F” non ¢ limitata si ottiene per approssimazione. Sia infatti {F}, },,en una successione
di funzioni di classe C2, con F limitata, tali che per n — oo si abbia la convergenza di F,, F, e F/
verso rispettivamente F', I/, F”, uniformemente su ogni compattom Per ogni L > 0 e £ > 0 esiste dunque
no = no(e, L) < oo tale che per ogni n > ng e x € [—L, L]

[Fo(z) = F(z)] < e,  |Fu(2)-F(o)] < e, [|F/(2) - F'(2)] < e. (6.4)

Per ogni t > 0 fissato, la relazione (6.1)) con F sostituito da F;, vale g.c., per ogni n € N. Ora mostriamo
che esiste una sottosuccessione lungo cui ciascun termine in contenente F), converge q.c. verso lo
stesso termine contenente F': da cid segue che per ogni t > 0 fissato la relazione vale q.c., senza
vincoli su F"”.

Per il membro di sinistra non ci sono problemi: sappiamo che F,,(z) — F(z) per ogni € R e ponendo
x = By(w) si ha la convergenza q.c.. Anche il secondo termine nel membro destra di é facile: per
q.0. w € Q la funzione s — B,(w) & continua, quindi limitata su [0, t]. Esiste dunque L = L(w) tale che
Bs(w) € [-L, L] per ogni s € [0,t], quindi grazie a per n > ng si ha fot |Fy) (Bs(w))—F" (Bs(w))| ds <
et. Questo mostra che [} |F}/(Bs(w)) — F”(Bs(w))|ds — 0 per n — co. Resta infine il primo termine
nel membro destra di (6.1): con analoghi argomenti, é immediato vedere che per q.0. w € Q si ha
fot |F}(Bs(w)) — F'(Bs(w))]*ds — 0 per n — oo, quindi [ Fj,(Bs)dBs converge verso fot F'(Bs)dBs in
probabilita, per le proprieta dell’integrale stocastico in Mj, ., e dunque si ha la convergenza q.c. per una
sottosuccessione. O

OSSERVAZIONE 6.2. La formula di It6 (6.1]) si scrive spesso in forma differenziale:

dF(B)) = F'(B,)dB; + éF”(Bt)dt. (6.5)

TE facile costruire una tale successione, “tagliando” i valori di F” (z) pit grandi di n o piu piccoli di
—n. Pill precisamente, poniamo g, (z) := max{(F"(z) An),—n} e definiamo

Fi(@) = ga(a),  Fi(a) = F'(0) + /OxF,;'(wdy, Fo(z) = F(0) + /;F,xy)dy,

dove [ ...:=— f;) ... per x < 0. Queste definizioni sono consistenti, cioé¢ F}, e F,’ sono effettivamente
le derivate prima e seconda di F,,. Dato che F”' & una funzione continua, & limitata su ogni compatto:
per ogni L > 0 esiste no tale che max,ej—r,r) [F"(2)| < no, da cui segue che per ogni n > no si ha
gn(x) = F"(x) per ogni x € [—L, L], per definizione di g,. Di conseguenza anche F,,(x) = F(z) per ogni
x € [—L, L]: quindi su ogni compatto non solo F), converge uniformemente a F, ma addirittura coincide
con F per n grande (e analogamente per F}, e F}).
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Sottolineiamo che si tratta solo di una notazione compatta, il cui significato ¢ precisamente
la formula di Itd (6.1). Questa relazione puo essere vista come la chain rule (regola di
derivazione di funzioni composte) per 'integrale stocastico. O

La formula di Itd puo essere vista come la versione stocastica del teorema fondamentale
del calcolo (o anche della chain rule, per 1’Osservazione . In effetti, essa permette di
“calcolare” — o meglio, di esprimere in forma piu semplice — una classe particolare di
integrali stocastici. Dato che By = 0, possiamo infatti riscrivere come

/t F'(B,)dB, = F(B)) — F(0) — ;/t F'(By)ds, (6.6)
0 0

e si noti che quello che compare nel membro di destra &€ un integrale ordinario, rispetto
alla misura di Lebesgue.

Osserviamo che il membro destro in & ben definito come integrale ordinario per ogni w €
per cui la funzione s — Bs(w) & continua (o anche solo misurabile). Abbiamo dunque un insieme di w
“universale” su cui sono definiti canonicamente gli integrali stocastici della forma fot f(Bs) dBs, per ogni
funzione f di classe C" e per ogni ¢ > 0 (basta porre F(z) := [ f(2)dz).

In realta, come avremo modo di apprezzare nel seguito, ’applicazione fondamentale
della formula di It6 non consiste tanto nel “calcolare” gli integrali stocastici della forma
fot F'(Bs) dBs, cf. (6.6), quanto piuttosto nell’esprimere ogni processo { F(B) }+>0, con F\(-)
di classe C?, come somma di una martingala locale (Vintegrale stocastico fot F'(Bs)dBy)

e di un processo a variazione ﬁm’t (I'integrale ordinario %fé F"(Bs)ds), cf. (6.11])).

6.2. PROCESSI DI ITO E FORMULA DI ITO GENERALE

6.2.1. ProcCEssI DI ITO. Sappiamo che per definire l'integrale stocastico fg X dBq
per ogni t > 0 & necessario che il processo X = {X;}s>0 sia in ./\/11206. Per definire l'integrale
ordinario fot X, ds per ogni t > 0 ¢é sufficiente richiedere che X sia nello spazio /\/llloc, lo

spazio dei processi progressivamente misurabili con traiettorie localmente integrabili.

DEFINIZIONE 6.3. Indichiamo con M}

10cl0, T'] lo spazio vettoriale dei processi X =

{Xi}iejap) progressivamente misurabili tali che fOT | X¢|dt < oo q.c..
Indichiamo con Mlloc lo spazio vettoriale dei processi progressivamente misurabili
X = {Xt}ie[0,00) tali che per ogni 7' > 0 si ha {X¢}ej0,7) € ML 0, T).

La formula di Ité6 mostra che, per ogni F': R — R di classe C?, il processo {F(B;)}t>0
si scrive come somma di due processi: I'integrale stocastico fg F'(Bs) dB; e l'integrale

ordinario 3 fg F"(Bs)ds. Questo motiva la prossima importante definizione.

TRicordiamo che, se g : [0,7] — R & una funzione integrabile, 'integrale ordinario ¢ — fg g(s)ds e
una funzione a variazione finita, cf. il paragrafo
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DEFINIZIONE 6.4. Un processo stocastico reale g.c. continuo X = {X;}>0 ¢ detto
processo di Ito se esistono ¢ = {¢1}>0 € M2 . e 1 = {th }i>0 € ML _ tali che q.c.

t t
X, — Xog = /cpsst+/1/J5ds, Vt>0. (6.7)
0 0
Indicheremo questo fatto con la notazione differenziale d X; = ; dBy + 4 dt.

Come abbiamo gia osservato, un’ampia classe di processi di It6 é data dai processi della
forma {F(B;)}t>0, qualunque sia F : R — R di classe C.

Si noti che nella Definizione [6.4] richiediamo che X sia un processo q.c. continuo. Questa
non é una restrizione: infatti se X deve soddisfare la relazione , esso ammette una
versione continua, per le proprieta dell’integrale stocastico e dell’integrale ordinario.

Notiamo che se ¥ = 0 si ha dX; = ¢, dB;, dunque X ¢é una martingala localem Questa
osservazione sara molto utile nel seguito.

OSSERVAZIONE 6.5. Un processo di It & per definizione un processo dato dalla somma di un integrale
stocastico I; := fot s dBs e di un integrale ordinario R; := fot s ds. E importante sottolineare che questi
due processi hanno proprieta radicalmente differenti. Infatti, q.c. le traiettorie del processo R; hanno
variazione finita su ogni intervallo [0,7]. D’altro canto, sappiamo che il processo I; & una martingala
locale: analogamente alle martingale di quadrato integrabile, si pud mostrare che q.c. le sue traiettorie
hanno variazione infinita su ogni intervallo (escludendo il caso banale in cui siano costanti). Sfruttando
queste proprieta, & possibile mostrare che la decomposizione di un processo di Ité6 X nella forma (6.7) &
unica, nel senso che i processi I; := fot psdBs e Ry := fot 1s ds sono univocamente determinati da X, a
meno di indistinguibilita. Da cio segue che i processi integrandi ¢ = {@s(w)}s>0 € ¥ = {Ys(w)}s>0 sono
univocamente determinati per P-q.o. w € Q e per Leb-q.o. s > 0.

6.2.2. FORMULA DI ITO GENERALE. Se X & un processo di Itd, dX, = ¢sdBs +
15 ds, possiamo definire I'integrale rispetto a X ponendo semplicemente

t t t
/ Y,dX, = / Ys psdBs + / Y, ds, (6.8)
0 0 0

per ogni processo Y = {Y;}s>0 progressivamente misurabile per cui gli integrali abbiano
senso, cioé tale che {Y; ¢s}s>0 € M120c e {Yss}s>o0 € Mlloc. Per esempio, oltre a essere
progressivamente misurabile, basta che Y abbia q.c. traiettorie localmente limitate (in
particolare, basta che sia q.c. continuo).

Dato il processo di It6 X con decomposizione dX; = ¢psdBs; + ¥sds, definiamo
variazione quadratica (X); di X la variazione quadratica dell’integrale stocastico che

tVale anche il viceversa: un processo di Ité6 X con dX; = ¢, dB; + ¢ dt é una martingala locale
rispetto alla filtrazione {Fi}i>o0 fissata sullo spazio soltanto se 1y = 0. L’enfasi sulla filtrazione & di
fondamentale importanza! Si puo infatti verificare che il processo Y; := By — fot % ds, che ha differenziale
stocastico dY; = dB; — % dt (in particolare ¥; #Z 0) & un moto browniano. Come ogni moto browniano,
il processo Y & una martingala rispetto alla sua filtrazione naturale {G; = o({Ys}s<¢) }+>0. Il punto é che
il moto browniano originale B non & un {G¢ }+>0-moto browniano, quindi {G; }+>0 non pud essere presa
come filtrazione sullo spazio (2, F,P).
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compare nella sua decomposizione, ossia

¢
(X)) = /0 @2 ds. (6.9)

Si pud dimostrare che (X); ¢ il limite in probabilita della somma S~ (X;, = Xy)?
lungo una partizione 7 = {0 = tp < t; < ... < tx = t} di [0,¢], quando il passo della
partizione tende verso zero, ma non avremo bisogno di questo fatto. Si noti che per
definizione (X); ¢ un processo di It, il cui differenziale stocastico ¢ dato da

d(X)y = ¢jdt.

Possiamo quindi definire I'integrale rispetto a (X) ponendo

t t
/ Y, d(X), = / Y g2 ds, (6.10)
0 0

per ogni processo Y per cui cid abbia senso. Si noti che se X é un moto browniano, si ha
(X); =t e di conseguenza d(X); = dt.

Diremo che una funzione F = F(t,z) : Rt x R — R ¢ di classe C'"2 se ¢ derivabile con

continuita una volta in ¢ e due volte in x, ossia se le derivate parziali %—f(t, x), %—I;(t, x) e
%Tg(t, x) esistono e sono funzioni continue di (¢, z) € R* x R. E prassi indicare la derivata

temporale con un punto e le derivate spaziali con gli apici, ossia

; = 67F / — aj " L 827F
F(t,ZE) T at (t,fE), F (t,.fL‘) T 8:1} (t,ZE), F (t,SC) T ang (t,CE) :

Enunciamo ora (senza dimostrazione) una generalizzazione della formula di It6.

TEOREMA 6.6 (FORMULA DI ITO GENERALIZZATA). Se X = {X;};>0 ¢ un processo
di It6, con dX; = p;dB; + ¢ dt, e F = F(t,z) : Rt x R — R & di classe C12| si ha
q.c. perogni t > 0

F(t,X;) — F(0,Xq) = /OtF(s,Xs)ds + /Ot F'(s, Xs) d X,
, (6.11)
+ ;/OF”(sts)d<X>s.

In notazione differenziale:

: 1
dF(t,X;) = F(t, X)) dt + F'(t, Xy)dX; + §F”(t,Xt)d<X)t (6.12)

Ricordando le relazioni e (6.10)), possiamo riscrivere il membro destro in (6.11])
nel modo seguente:

t t . 1
/ F/(SaXS) 808 dBS +/ (F(S7XS) + F/<87XS) ws + §F//(87XS) 80§> dS .
0 0
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Questo mostra che, per ogni processo di Ito X = {Xi}i>0 e per ogni funzione F =
F(t,zr) : RT x R — R di classe C12, il processo {F(t, X¢)}t>0 & un processo di Ito, il cui
differenziale stocastico é dato da

. 1
dF(t,X;) = F'(t,X;) e dBy + <F(t, Xi) + F'(t, X3) y + 2F”(t,Xt)go§> dt.

6.3. QUALCHE ESEMPIO

6.3.1. MOTO BROWNIANO GEOMETRICO. Vogliamo ora determinare il processo di
Ito6 X = {X;}+>0 che risolve la seguente equazione differenziale stocastica:

, (6.13)

dXt = bXtdt + O'XtdBt
Xo = X

dove b € R, 0 > 0 e x > 0. Procediamo euristicamente per “indovinare” la soluzione: se
assumiamo che X; # 0 per ogni ¢, possiamo dividere per X;, ottenendo

dX;

—— = bdt dBy. 6.14
Xt + o t ( )

Il membro di sinistra fa pensare al differenziale di log X;. In effetti, se assumiamo
che X; > 0 per ogni t, dalla formula di It6 si ha d(log X;) = X%dXt — %% d<X>tﬂ
t

Dall’equazione (6.13) & chiaro che d({X); = o> X? dt, per cui da (6.14) si ottiene
1
d(log Xy) = (b - 2c;72>dt + odBy,
e integrando da 0 a ¢ si ha log X; —log Xo = (b — 3 0?)t + 0 By, ovvero

1
X; = zexp <<b —5 02)75 + aBt> . (6.15)

Questo processo & detto moto browniano geometrico.

Questa derivazione euristica suggerisce che, se esiste un processo positivo soluzione
dell’equazione , esso € necessariamente un moto browniano geometrico. La dimo-
strazione rigorosa di questo fatto sara una conseguenza dei teoremi di esistenza e unicita
per equazioni differenziali stocastiche, che vedremo nel prossimo capitolo.

Mostriamo ora che effettivamente il processo X definito da risolve ’equazione
(6.13). Chiaramente X = =, inoltre scrivendo X; = z €, dove dY; = (b—% a?) dt+% o dBy,

TA priori Papplicazione della formula di It6 non ¢ giustificata, perché il logaritmo non ¢ definito su
tutto R. Tuttavia, se X; > 0 per ogni ¢, é possibile mostrare che la formula di It6 ¢ effettivamente valida,
usando opportuni tempi d’arresto (nello spirito della dimostrazione del Lemma . In ogni caso, questa
derivazione serve soltanto a “indovinare” la soluzione dell’equazione differenziale stocastica ,
che verifichiamo poi essere effettivamente soluzione.
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possiamo applicare la formula di It6 (6.12)), ottenendo
1
dX;, = d(ze¥) = ze'*dy; + §$€Yt d(Y)s

1 1 1
= X, [(b—202) dt + 2adBt] + §Xt02dt = bX,;dt + 0 X;dB,,

cioé 'equazione (6.13)) ¢ verificata.

6.3.2. SUPERMARTINGALA ESPONENZIALE. Dato un processo ¢ = {¢¢}hepr] €
M2 [0, T], definiamo il processo Z = {Zt}1ej0,m ponendo

loc
t 1 t
Z; = exp </ 0sdBs — / ©? ds>. (6.16)
0 2 Jo

Si noti che possiamo scrivere
1
Zy = exp(Xy), dove  dX; := o dB; — 5@,? dt .

Applicando la formula di It6 (6.12)) si ricava
X 1 X X 1 2 1 X, 2
dZt:etht+§etd<X>t:et cptdBt—ggptdt +§etg0tdt,

quindi i termini a variazione finita si cancellano e si ottiene
dZt = Zt Dt dBt . (617)

Questa relazione mostra che Z & una martingala locale. Dato che Z; > 0, segue dal
Lemma [5.35] che Z & una supermartingala. Il processo Z & detto supermartingala
esponenziale.

Essendo Z una supermartingala, si ha E(Z;) < E(Zp) = 1, per ogni ¢t > 0. E di
fondamentale importanza dare condizioni che garantiscano che Z = {Z; }c[o,r) sia una
vera martingala, come vedremo a proposito del Teorema di Girsanov.

Una condizione necessaria e sufficiente, benché implicita, ¢ che E(Zr) = 1 (che
implica E(Z;) = 1 per ogni t € [0,T]: infatti 1 = E(Zy) > E(Z;) > E(Zr) per la
proprieta di supermartingala). Questo segue dal fatto generale che una supermartingala
costante in media é una martingala. Infatti per la proprieta di supermartingala vale che
Zs—E(Zy|Fs) > 0 e se Z ¢ costante in media si ha E[Z; — E(Z;|Fs)] = E(Zs) —E(Z;) = 0,
per cui la variabile Z; — E(Z;|F;) deve essere q.c. nulla: Zs = E(Z;|Fs) q.c. e dunque Z &
una martingala.

Nel Lemma [6.17] piti sotto dimostreremo una condizione esplicita, ma molto restrittiva,
che garantisce che E(Zr) = 1. Due condizioni piu deboli sono descritte nella seguente
proposizione, che non dimostreremo (si vedano la Proposizione 7.23 in |Baldi, [2000] e la
Proposizione 5.12 nel capitolo 3 in |[Karatzas e Shreve, [1998]).
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PROPOSIZIONE 6.7. Sia Z la supermartingala esponenziale definita in (/6.16]).
e Se Elexp(3 fOT ¢2ds)] < oo, allora E(Z7) = 1 (criterio di Novikov).
e Se esiste a > 0 tale che E[exp(ap?)] < oo, Vs € [0, 7], allora E(Zr) = 1.

6.4. IL CASO MULTIDIMENSIONALE

Per quanto non ci siano novita sostanziali, € molto importante per le applicazioni estendere
la teoria dell’integrazione stocastica al caso di processi vettoriali. Supporremo dunque in
questo paragrafo che (U, F,{Ft}i>0,P) sta uno spazio filtrato standard, su cui é definito
un {Fi}¢>0-moto browniano B = {B; = (Bt(l), cee Bt(d))}tzo a valori in R?,

Definiamo Mfoc(n x d) come lo spazio dei processi ¢ = {(¢1)ij }+>0,1<i<n, 1<j<d tali
che per ogni 1 < i <n, 1< j <dil processo ¢;j = {(¢t)ij >0 sia in Ml20c' Si noti che
01 = {(¢1)ij h1<i<n, 1<j<d Puod essere vista come una matrice n x d, per ogni ¢t > 0. In
modo analogo si definiscono gli spazi M?(n x d) e M{,.(n x d).

Dato un processo ¢ € Mlzoc(n x d), & possibile definire 'integrale stocastico fg ps - dBs
per ogni t > 0 come il processo a valori in R™ definito da

t d t
</ gos.dBS) = Z/(gos)idegj), Vi<i<n.
0 i . 0
4 j=1

In altre parole, il termine ¢, - dBs va interpretato come il prodotto tra la matrice n x d-
dimensionale @4 e il vettore d-dimensionale dB;. In analogia col caso unidimensionale,
se ¢ € M?(n x d) le componenti del processo fg s - dBg sono martingale di quadrato

integrabile, mentre se ¢ € Mfoc(n X d) esse sono in generale solo martingale locali.

Un processo n-dimensionale X = {X;};>0 ¢ detto processo di It6 se esistono ¢ €
ME (nxd)erp € ML (nx1) tali che

1
loc
t t
Xy — Xp = / Sps'st + / P ds, cioé dX; = th'dBt + o dt,
0 0

in perfetta analogia col caso unidimensionale. In particolare, per ogni ¢t > 0 possiamo
definire I'integrale rispetto a X. Limitandoci per semplicita al caso di processi integrandi
Y = {(Y})i}+>0,1<i<n & valori nelle matrici 1 X n, poniamo

t t t
/Ys-dXs ::/Ys-gos-st —i—/Ys-wsds, (6.18)
0 0 0

sotto lipotesi che {(YVs - ¢s)its>0,1<i<a € ME (1 x d) e {Ys - Ys}s>0 € ML, dove
naturalmente Y - @5 e Yy - 105 vanno intesi come prodotti di matrici, ossia

n n

(Yoo po)i i= Y _(Ya)u(ps)ri, perogni1l<i<d, Yoo ths o= > (Yo)r(¥s)k
k=1 k=1
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Al solito, é sufficiente che ogni componente di Y sia progressivamente misurabile e abbia
q.c. traiettorie localmente limitate (in particolare basta che Y sia q.c. continuo).

Infine, definiamo la covariazione quadratica (X, X) = {{X®, X)), };50,1<ij<n di un
processo di It6 n-dimensionale X, con decomposizione dX; = ¢, - dB; + 9 dt, come il
processo a valori nelle matrici n X n definito da

. } t t d
(X, X0y, = /0 (s - 97)y ds = /O S (o)t (93 ds
k=1

Si noti che <X(i), X(j)>t & un processo di It6, con differenziale stocastico dato da
d
AXD XD, = (- pf)sy dt = (Z(%)m (1) ) dt. (6.19)
k=1
Possiamo quindi definire l'integrale rispetto al processo (X @), X (j)>t nel modo gia visto.

OSSERVAZIONE 6.8. Una regola pratica molto utile per “calcolare” d(X(i), X(j)>t senza
dover ricordare la formula ¢ la seguente: si scrive d(X @), X0y, = <dXt(i), dXt(j)>,
si scrivono le componenti X® e X usando la decomposizione dX; = w¢ - dBy + Y dt,
si sviluppa per bilinearita e si semplifica I’espressione risultante usando le regole

In questo modo si ricava

d d
(dx",ax?) = <Z o) dBE + (v Z o) dBY + (1), d >
k=1 I=1
d Y ) d
= (i ()i (d (@B, aB) = (i (e)jiddt = (pre})ijdt,
k=1 k=1
in accordo con la definizione (|6.19)). O

Possiamo ora formulare la versione multidimensionale della formula di It6. Una funzione
F=F(tx): Rt x R" = R & detta di classe C1? se le sue derivate parziali di ordine uno
in ¢t e di ordine due in x esistono e sono funzioni continue:

O*F

; N 8£ / - 8£ " R

per ogni (t,z) € RT x R" e per ogni 1 <4,j <n.
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TEOREMA 6.9 (FORMULA DI ITO MULTIDIMENSIONALE). Se X = {X;};>0 un
processo di It6 n-dimensionale, dX; = p; dB; + ¢y dt, e F = F(t,z) : RT x R" - R ¢
una funzione di classe C12, si ha q.c. per ogni t > 0

F(t,X;) — F(0, Xo) /FsX ds+2/ Fl(s, X,)dx®

(6.20)
TR Z/ Flj(s, X,) d(X®, x@), .
4,j=1
In notazione differenziale:
dF(t,X,) = F(t, X)) dt + Y Fi(t, X;) dX\)
"1:1 . (6.21)
+ 5 > Fi(t, X) d(x®, X0,
i,5=1

OSSERVAZIONE 6.10. Si puo riscrivere ’equazione (6.21)) in forma pit compatta:
. 1
dF(t,X;) = F(t,X;)dt + F'(t,X;)-dX; + §Tr(F”(t,Xt)-d(X,X>t), (6.22)

dove ricordiamo che Tr(C'D) := >"" j—1 CijDji per ogni coppia di matrici n x n C,D. [

La formula di It6 multidimensionale (6.20) ¢ un po’ involuta, ma si semplifica in
alcuni casi particolari interessanti. L’esempio piti importante si ha quando X é il moto
browniano B: infatti in questo caso s = 0 e (¢¢)ij = d;; € la matrice identica, per cui
d(X®, XDy, = §;; dt. Vale la pena enunciare esplicitamente la formula di Tt6 in questo
caso speciale. Per ragioni estetiche, indichiamo questa volta il gradiente di F rispetto a x

¢ . . . ‘ 2
con VF := F' = {gTZ}lSiS"’ e introduciamo il laplaciano AF := Tr(F") =3"" %T?'
COROLLARIO 6.11 (FORMULA DI ITO PER IL MOTO BROWNIANO d-DIMENSIONALE).
Per ogni funzione F = F(t,z) : RT x R® — R di classe C12, si ha q.c. per ogni t > 0

F(t, B,) — F(0, By) = /Ot VF(s, By) - dB, +/Ot [F(S,Bs) + ;AF(S,BS)} ds
(6.23)

In notazione differenziale:

dF(t,B;) = VF(t,B;)-dB; + (F(t, B;) + %AF(t, Bt)) dt . (6.24)

Queste formule sono alla base di alcune fondamentali applicazioni del moto browniano alle
funzioni armoniche e al problema di Dirichlet, che discutiamo nella prossimo paragrafo.
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Un altro caso speciale particolarmente interessante della formula di It6 multidimensio-
nale ¢ il seguente. Supponiamo ora che B = {B;};>¢ sia un moto browniano reale (d = 1)
e che X = {X;}>0, Y = {Y: }+>0 siano due processi di It6 reali, con differenziali stocastici

dX; = X dB, + ¢¥dt,  dY; = ¢ dB; + ¢} dt.
Introduciamo la covariazione quadratica (X,Y); := fot o ) dt, di modo che
AX, V) = @) dt.

(Si veda I’Osservazione per una “motivazione” empirica.) Una semplice applicazione
della formula di It6 (6.21]) al processo bidimensionale (X, Y;) con la funzione F(x,y) := zy
conduce all’importante corollario seguente.

COROLLARIO 6.12 (FORMULA DI INTEGRAZIONE PER PARTI STOCASTICA). Per
ogni coppia di processi di It6 reali X = {X;}1>0, Y = {Y;}+>0, si ha q.c. per ognit >0

t t
X, Y, — XoYo :/Xsd)@+/}@dXs+<X,Y>t. (6.25)
0 0

In notazione differenziale:

d(X:Y:) = X;dY: + YidX; + d(X,Y);. (6.26)

6.5. MOTO BROWNIANO E LAPLACIANO

Fissiamo x € R? e indichiamo con B = {Bt}+>0 un moto browniano d-dimensionale che
parte da z. Questo significa semplicemente che By = = + 3¢, dove 5 = {f;}+>0 € un moto
browniano d-dimensionale standard. Indicheremo per chiarezza con P, e E, la probabilita
e il valore atteso.

Riscriviamo la formula di Itd per B e per funzioni F(t,z) = F(z) non dipendenti dal
tempo: dalle relazioni e segue che per ogni funzione F : R? — R di classe
C? (ricordando che By = )

t 1 t
F(B) - Flz) = / VE(B)-dB, + | / AF(By)ds,
0 0
ossia in notazione differenziale
1
dF(B;) = VF(B,)-dB; + 3 AF(By)dt.

Una conseguenza fondamentale di queste formule é che se F' é un funzione armonica, cioé
se AF =0, allora il processo {F(By) }+>0 € una martingala locale.

Conseguenze molto interessanti si ottengono per funzioni armoniche F' definite su un
sottoinsieme di R?, nel qual caso occorre essere pitl precisi. Dato un sottoinsieme A C R,
indichiamo con

T4 = inf{t >0: B, € A}
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il tempo d’ingresso in A del moto browniano B. Ricordiamo che se A ¢ chiuso (o aperto),
T4 ¢ un tempo d’arresto e, se 74 < 00 q.c., B, ¢ una variabile aleatoria.

LEMMA 6.13. Sia D C R? un insieme aperto e connesso, sia F': D — R una funzione
armonica (cio¢ di classe C2 e tale che AF(z) = 0 per ogni # € D) e sia G un insieme
aperto limitato tale che G C D. Per ogni € G si ha 7ge < 00, Py-q.c., e vale la
relazione

F(z) = Eo(F(Br.)). (6.27)

DIMOSTRAZIONE. Cominciamo a mostrare che P, (7ge < 00) = 1. Per ipotesi G ¢ limitato,
dunque G C [~L, L]¢ per qualche L > 0. Dato che {Bgl) — 21 }4+>0 € un moto browniano
reale standard, sappiamo che P_-q.c. limsup;_, Bgl) = +o00. Di conseguenza, per P,-
q.0. w € Q esiste to(w) < oo tale che Bg()w)(w) > L. Quindi By ((w) ¢ G, ovvero
Tae(w) < to(w) < o0.

Consideriamo ora il processo M = {M;};>¢ definito da

Mt = F(Bt/\TGc)

e mostriamo che & una martingala. Dato che G ¢ chiuso e limitato, la funzione F' ¢ limitata
su G. Sia ¥ : R? — R una funzione di classe C? su tutto R? che coincida con F su G/l
Applicando la formula di It e ricordando che By = x si ha

t 1 t
W(B) - v@) = [ VeB)-a8, + 5 [ AvB)as.
0 0
Sostituendo ¢ con t A 7ge, per le proprieta dell’integrale stocastico (e di quello ordinario)

possiamo scrivere

1

t t
U(Bipre) — W(a) — /0 o) (5) VU(By) - dB, + /O Loy (5) AT (B,) ds

Dato che ¥ coincide con F su G e dato che Biar.. € G, si ha U(Biarge) = F(Biarge)-

Analogamente, per s < 7ge si ha By € G e quindi VU(B;) = VF(Bs), mentre AU(By) =
AF(Bs) = 0 perché per ipotesi F' ¢ armonica su D O G. Otteniamo dunque la relazione

t
Mt = F(Bt/\TGC) - F(‘T) + / l[O,Tgc)(S) VF(BS) 'dBS7
0

che mostra che M é una martingala locale. Dato che B, € G per s < 7ge, segue che
IVE(Bs) Ljo,r0e)(8)| < sup, .z |VF(7)| < oo, perché la funzione x — VF(z) ¢ continua

"Per esempio basta definire ¥(x) := F(z) I(z), dove I : R? — [0,1] & una funzione di classe C>
tale che I(x) = 1 per ogni * € G e I(x) = 0 per z ¢ D. Una tale I si ottiene per esempio ponendo
I(x) := 1. * o, dove * indica la convoluzione, G. := {z € R? : dist(z, G) < €}, ¢ & una funzione C* e di
integrale uno con supporto in {z € R?: |z| < e} e 0 < e < 1dist(G, D°).
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su G e dunque limitata. Questo mostra che Uintegrando {VF(Bs) 1{y ;..)(s)}s>0 € in
M?2(1 x d), quindi M & una vera martingala (di quadrato integrabile).
Dato che una martingala ¢ costante in media, si ha

F(z) = Ex(Mo) = Ex(M;) = Ex(F(Biarge)) s

per ogni ¢t > 0. Per t — oo si ha t ATge — Tge q.c., perché P, (7ge < 00) = 1, quindi anche
F(Binrge) = F(Bre.) q.c. per la continuia di F. Dato che |F/(Biarge )| < sup, . [F(z)| <
00, per convergenza dominata si ottiene E,(F(Br..)) = F(x), cioé la relazione (6.27). O

6.5.1. IL PROBLEMA DI DIRICHLET. Un problema classico in elettrostatica consiste
nel determinare il potenziale elettrico in una regione dello spazio D, quando se ne conosce
il valore sulla frontiera 9D.

Piu precisamente, dato un insieme aperto e limitato D C R? e assegnata una funzione
f 0D — R continua, il problema di Dirichlet consiste nel determinare (se esiste) una
funzione F : D — R che soddisfi le seguenti relazioni:

AF(x)=0 VxeD

. (6.28)
F(z)= f(z) VYxe€dD

F & continua su D, di classe C? su D e {

Vale allora il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 6.14. Se esiste una funzione F' soluzione del problema (6.28)), essa ¢
unica ed ¢é data da

F(z) = Bo(f(Bry.)), VzeD. (6.29)

DIMOSTRAZIONE. Per n € N poniamo D,, := {z € R? : dist(z,D°) > 1} Se F ¢
soluzione di (6.28)), possiamo applicare il Lemma con G = D, ottenendo

F(x) = Eo(F(Bry)), Vo €D,. (6.30)

Mostriamo ora che Tpe — Tpe q.c. per n — oo. Si noti che 7pe ¢ crescente in n e quindi q.c.
esiste 7 := limy, o Tpe . Resta da mostrare che 7 = 7pe q.c.. Da un lato si ha per definizione
Tpe < Tpe per ogni n € N, quindi 7 < 7pe. Dall’altro lato, per continuita delle traiettorie
si ha q.c. B = lim,,_,o BTD%7 quindi dist(Bz, D) = lim,,—, dist(BTD%,DC) =0, perché
dist(BTD% , D) = % Di conseguenza, q.c. B € D¢ e dunque 7pc < 7.

Per continuia delle traiettorie di B e della funzione F' su D, segue che F(BTD%) —
F(B;,.) q.c. per n — co. Dato che F' ¢ continua sull’insieme chiuso e limitato D, essa é
limitata e quindi |F(Br, )| < sup, 5 |F(x)| < oo. Possiamo dunque applicare il teorema
di convergenza dominata: per ogni x € D fissato, si ha x € D,, per n sufficientemente
grande, quindi passando al limite in si ottiene la relazione , per ogni x € D.
Infine, per x € 9D si ha 7pe = 0 e dunque la relazione vale banalmente, perché
By =z e F(z) = f(z) per z € 0D, grazie a (6.28). O
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Per quanto riguarda 1’esistenza della soluzione del problema , ¢ naturale conside-
rare la funzione F' definita da (dopotutto, se una soluzione esiste, essa deve essere
data da tale relazione). E chiaro che F(z) = f(z) per € 9D, perché in questo caso
7pe = 0. E anche vero che F' & armonica su D, cioé di classe C? e tale che AF(z) =0 per
ogni € D, come mostriamo qui sotto. Tuttavia, la funzione F' in generale non é continua
su D, cioé non ¢ detto che F(y) — f(z) per y — = € dD: in questo caso il problema di
Dirichlet non ammette soluzione.

Affinché la funzione F' definita da sia continua su D occorrono ipotesi aggiuntive
su D. Per esempio, una condizione sufficiente ¢ che 0D sia una varieta differenziabile di
classe C'. Per maggiori dettagli si veda il paragrafo 4.2 in [Karatzas e Shreve, [1998].

Per mostrare che la funzione F' definita dalla relazione ([6.29)) ¢ armonica in D, mostreremo che F'
soddisfa la proprieta del valor medio: per ogni € D e per ogni r > 0 tale che B(z,r) := {y € R*:
ly—2| <r} C D, siha

Fz) = / F(y) o (dy) (6.31)
oB(x,r)

dove 8B(z,r) := {y € R*: |y—z| = r} e dove g, indica la misura di superficie su dB(z, ), normalizzata
in modo che sia una probabilita: p. . (0B(z,€)) = 1. E infatti un risultato classico di analisi che se una
funzione soddisfa la proprieta del valor medio su un insieme aperto D, essa ¢ armonica su D (si veda la
Proposizione 2.5 nel capitolo 4 in |Karatzas e Shreve| [1998]).

La prima osservazione ¢ che il secondo membro di si puo scrivere come Eq(F/(Bry, ,,)), perché
la legge della variabile Brg(s,ry € PTOPIIO fig,r. Questo segue dal fatto che il moto browniano in R? &
invariante per rotazioni, quindi anche la legge di st(z,r)v che ¢ una misura su 9B(z,r), deve essere
invariante per rotazioni (di centro x) e la misura di superficie normalizzata é 1'unica probabilita su
OB(z,r) con questa proprieta. Resta dunque da mostrare che F/(z) = Ez(F(Bry, ,,))-

Per questa relazione, usiamo una proprieta della speranza condizionale che ora descriviamo. Siano X,Y
variabili aleatorie, definite su (2, F,P) a valori negli spazi misurabili (F1,&1) e (E2,&2) rispettivamente,
e sia g : F1 X E2 — R una funzione misurabile e limitata. Supponiamo che G sia una sotto o-algebra di
F tale che X sia G-misurabile, mentre Y sia indipendente da G (in particolare le variabili X e Y sono
indipendenti). Allora

E(g(X,Y)|g) = 3(X), dove g(z) = E(g9(z,Y)). (6.32)

Occorre mostrare che E(g(X,Y) 1q¢) = E(g(X) 1g), per ogni G € G. Questa relazione ¢ immediata da
verificare se g(a,b) = laxp(a,b) = 1a(a)15(b), con A € &1 e B € &;. Inoltre le funzioni g che soddisfano
tale relazione costituiscono uno spazio vettoriale che contiene le costanti e chiuso per limiti crescenti. Dato
che la famiglia {A x B: A€ &, B € &} & una base di &1 ® &, segue dal teorema di Classe Monotona
che la relazione vale per ogni g misurabile e limitata.

Possiamo infine applicare la relazione conP=P,, G = ]—"TB(L,,,) , X = BTB(W,)7 Y = {BTB(L,,,)H—
By, .y tt>0 € g(a,b) = f(a + br), dove 7 := inf{s > 0 : a +bs ¢ D}. La condizione che Y sia
indipendente da G segue dalla proprieta di Markov forte del moto browniano. Con queste definizioni si ha
9(X,Y) = f(Brpe) e inoltre g(a) = Ex(g9(a,Y)) = Eo(f(Brp.)) =: F(a), perché a + Y rispetto a P, ¢
un moto browniano che parte da a e per la definizione . Si ottiene dunque la relazione

Ex(f(BTDc)l]:Ts(m,r)) = F(B"B(wm))'

Infine, dato che F- C Frpe, dalla definizione (6.29)) possiamo scrivere

B(x,r)
F(x) = Eo(f(Brpe)) = EalBe(f(Brpe)|Frygy)] = Ea(F(Bry, ,)))

e per quanto gia detto la relazione (6.31) ¢ dimostrata.
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6.5.2. TRANSIENZA E RICORRENZA DEL MOTO BROWNIANO. Introduciamo la
funzione F': R™\ {0} — R definita da

Hﬁ Sed23
z

F(z) = log|z| sed=2"
|z sed=1

E un fatto noto (e facilmente dimostrabile) che F ¢ una funzione armonica sul dominio
D :=R%\ {0}. Consideriamo la corona sferica

G := {zeR%: r<|z| <R}, dove 0<r<R< o0,

che soddisfa le ipotesi del Lemma Quindi, per ogni = € G, il tempo di uscita 7ge
dall’insieme G del moto browniano che parte in x é g.c. finito, e si ha

F(x) = EI(F(B’TGC))'

Per continuita delle traiettorie, Br.. € 0G = {z € R%: |z| =1 o |2| = R}, e dato che
F(z) = F(|z|) si ottiene

F(lz]) = F(r) Po(|Brge| = 7) + F(R) Po(|Brge| = R) .

Visto che Py (|Br,.| = 1) + Pa(|Brye| = R) = 1, si ricava facilmente che

(G=z — e
P B sed>3
-2 T Rd—2
F(lz|) — F(R)
Po(|Broe| =1) = s = (logR—logla| -~ (6.33)
¢ F(r) - F(R) log R — logr %
]j%__’? sed=1

Notiamo che {|B..| = r} & I'evento “il moto browniano che parte da x € G raggiunge
la sfera interna {|z| = r} prima di quella esterna {|z| = R}”, da cui si evince che tale
evento é crescente in R. Consideriamo quindi I’evento limite

Ay = lim {|Bre =} = (J{IBrecl =7},
R>0

che si puo descrivere come “per qualche R > 0, il moto browniano che parte da x raggiunge
la sfera {|z| = r} prima della sfera {|z| = R}”. Dato che q.c. le traiettorie di B sono
continue, esse sono limitate su ogni intervallo di tempo limitato, per cui 'evento A, non é
altro che “il moto browniano che parte da x raggiunge in tempo finito la sfera {|z| = r}".
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Prendendo il limite R — oo in (6.33)) e usando la continuita dal basso della probabilita, si
ottiene quindi I'importante relazione seguente, valida per ogni € R%, r > 0 con r < |z|:

d—2
r
— d>3
P.(A;) = P, (B raggiunge in tempo finito la sfera {|z| = r}) = <\x\> =2

1 sed<2

E chiaro che ¢’ una grossa differenza traicasid <2ed > 3.

eSed=10d=2, per ogni r < |z| fissato si ha P;(A4,) = 1, ossia g.c. il moto
browniano che parte da z visita la palla di raggio r centrata centrata nell’origine.
Prendendo una successione 7, | 0 si ha Py(,cyAr,) = 1, ossia q.c. il moto
browniano che parte da x visita ogni intorno dell’origine. Per simmetria, anche
Pevento C := “il moto browniano che parte dall’origine visita ogni intorno di z” ha
probabilita uno, quindi anche Po((),cqs Cxz) = 1, ossia q.c. il moto browniano (che
parte dall’origine) visita ogni intorno di ogni punto di coordinate reazionali. Cio
significa che per d =1 e d = 2 q.c. le traiettorie del moto browniano d-dimensionale
sono dense in R?. Per tale ragione, si dice che il moto browniano in dimensione 1 e

2 € un processo ricorrente.

e Se d > 3, per ogni r < |z fissato si ha P,(4,) = (r/|z])¢~2 < 1, ossia il moto
browniano che parte da & ha una probabilita positiva di non visitare mai la palla
di raggio 7 centrata centrata nell’origine. E possibile inoltre dimostrare che si ha
q.c. limy_, o |B| = +00. Si dice in questo caso che il moto browniano in dimensione
d > 3 & transiente.

6.6. IL TEOREMA DI GIRSANOV

6.6.1. PRELUDIO. Le leggi normali multivariate in R? con matrice delle covarianze
non singolare sono assolutamente continue rispetto alla misura di Lebesgue, con densita
strettamente positiva ovunque. Pertanto, traslando una tale legge si ottiene una nuova
legge assolutamente continua rispetto alla legge di partenza.

Consideriamo per esempio un vettore aleatorio normale con media nulla e matrice delle
covarianze K mnon singolare: Z ~ N (0, K) con det(K) # 0. Dato a = (ay,...,aq) € RY,
per ogni insieme A € B(R?) possiamo scrivere

e—%(z,K’%) 4
z
72 T aet(K)]

—3{(z—a),K~!(z—a)) _ _
= / €z dr = / lA(x)e<x’K ta)—3(a,K"a) fz(z)dz.
A (2m) 172 /Tdet(K)| R

PZ+acd) = P(Zed-a) = [ fa:)as = /A_ o

(6.34)

Questa relazione mostra che la legge del vettore aleatorio Z 4 a € assolutamente continua
rispetto alla legge del vettore Z, con densita di Radon-Nikodym data da

P(Z+aedx) = efmKa)=3(a.K " a) P(Z e dz).
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Grazie alla formula del cambio di variabili (Teorema [1.6), possiamo riscrivere la

relazione come
P(Z+a€A) = E(14(2) @K Ta-5lak )y (6.35)
Se introduciamo una nuova probabilita Q su (€2, F), definita da
Q(dw) = olZw), K~ a)~5(a, K~ "a) P(dw),

possiamo riscrivere la relazione (6.35) come P(Z +a € A) = Q(Z € A). Sostituendo A
con A + a si ottiene dunque

P(ZcA) = QZ—acA), VAcBRY.

Questo mostra che il vettore aleatorio traslato Z — a rispetto alla nuova probabilita Q ha
la stessa legge del vettore aleatorio Z rispetto alla probabilita originale P.

Mostriamo ora che ¢é possibile estendere questa proprieta delle leggi normali multivariate
al moto browniano.

6.6.2. IL. TEOREMA DI GIRSANOV. Ricordiamo che ¢ fissato uno spazio filtrato
standard (£, F,{F:}+>0,P), su cui & definito un {F;};>o-moto browniano reale B =
{Bt}t>0- Per tutto questo paragrafo, lavoreremo in realta con la filtrazione {Fi},c(o,7) € il
moto browniano B = {By}c[o,7] con insieme dei tempi ristretto a [0, T7.

Consideriamo la “traslazione” B — F del moto browniano B mediante un processo
F = {F;}ejo,r)- 11 teorema di Girsanov, che ora dimostriamo, afferma che se il processo
F ¢ della forma F; = fg ps ds, dove p = {@s}sejo,r) in Mg _[0,T7, & possibile definire una
nuova legge Qp su (2, F) tale che B — F' sia un moto browniano rispetto a Q.

Dato un processo ¢ = {@s}sepo,r) in Mg, [0,T], ricordiamo la definizione della
supermartingala esponenziale Z = {Z; },c(0,17:

t 1 t
Zy = Zi(p) = exp(/ ¢sdBs — 2/ 0> ds>. (6.36)
0 0

Sappiamo che Z ¢ una supermartingala, in particolare E(Z7) < E(Zy) = 1. Se supponiamo
che E(Z7) =1 (che ¢é equivalente, come abbiamo visto in § a richiedere che Z sia
una martingala), possiamo definire una nuova legge Q7 su 2, ponendo

QT(dw) = ZT(w) P(dw) s cio¢ QT(A) = Ep(lA ZT) s VA € F, (637)

dove indichiamo con Ep il valore atteso rispetto a P, per distinguerlo da quello rispetto a
Qr, che indicheremo con Eq,.. Abbiamo quindi il seguente fondamentale risultato.

TEOREMA 6.15 (GIRSANOV). Se Ep(Z7) = 1, il processo B = {Et}te[o,T] definito da

_ t
By = By — / wsds, (6.38)
0

¢ un {F¢}e(o,r)-moto browniano rispetto alla probabilita Q.
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Ricordiamo che due condizioni sufficienti esplicite che garantiscono che Ep(Z7) =1
sono date nella Proposizione (che non abbiamo dimostrato). Dimostriamo invece una
condizione piu forte nel Lemma qui sotto.

OSSERVAZIONE 6.16. Sempre sotto I'ipotesi Ep(Z7) = 1, si pud definire una legge Q, su
Q) per ogni t € [0, 7], mediante I'equazione (6.37)). Allora, per ogni ¢t € [0, 7], la legge Qr
coincide con Q, su F;. Infatti, dato che Z ¢ una martingala, per A € F; si ha

Qr(A) = Ep(laZr) = Ep[Ep(la Z7 | Ft)] = Ep[la Ep(Zr | 7))

= Ep[laZ)] = Q(4). (6.39)

Se ¢ € M2 ese Ep(Zr) =1 per ogni T > 0, ¢ possibile definire una legge Q. su €,
che coincide con @y su Fy, per ogni t € [0, 00), tale che il processo {ét}te[o,oo) definito in
sia un {F }1(0,00)-moto browniano rispetto a Q. Tuttavia Q. in generale non
& assolutamente continua rispetto a P. Per maggiori dettagli, si veda la discussione che
segue il Teorema 5.1 nel capitolo 3 in [Karatzas e Shreve, [199§]. O

6.6.3. PREPARAZIONE. Prima di dimostrare il Teorema abbiamo bisogno di

alcuni risultati preparatori. Definiamo MIQO’((:C[O,T] come lo spazio dei processi ¢ =

{#s}sepo,r) @ valori in C tali che le parti reale R(p) = {R(¢s)}sco,r) € immaginaria

S(e) = {S(¢s)}sep,r] di ¢ sono entrambe processi in M2 [0,T]. Equivalentemente,

pE Mli’éc [0,T7] se e solo se R(p) e I(p) sono processi progressivamente misurabili e si ha
T
Jo les|?ds < oo q.c..
Se p € Mli’éc [0, T, definiamo 'integrale stocastico

t t t
/gpsst ::/ R(ps) B, +¢/ () dB,
0 0 0

cosi come l'integrale ordinario

[ eras= [weas i [ sehas
= [t = 300 as 3 [ 20000 3.

In particolare, si puo definire senza problemi Z; = Z;(¢) mediante la relazione (6.36|) per
ogni ¢ € Mli’éc [0,T7]. Vale allora il seguente

LEMMA 6.17. Se ¢ € MZ’(C[O, T] ¢ tale che esiste una costante reale C' < co per cui

loc

JT a2 ds < C quc., si ha Ep(Zr(p)) = 1.

DiMOSTRAZIONE. Cominciamo a considerare il caso in cui ¢ & reale. Sappiamo che
Z ={Z(¢) }1ejo,r] € una martingala locale: in effetti dZ; = ¢; Z; dB;. Definiamo ora la
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variabile Y := sup¢(o 7] Z¢ € assumiamo che E(Y?) < co. Segue allora facilmente che il
processo integrando {@s Zs}seom) € M2[0,T:

T T
Ep(/ ¢§Z§ds) < BEp <Y2/ gogds) < CEp(Y?) < o0,
0 0

avendo usato l'ipotesi fOT cpg ds < C q.c.. Dalla relazione dZ; = ¢y Z; dB; segue allora che
Z ¢ una vera martingala: in particolare Ep(Z7) = E(Zp) = 1.
Resta da mostrare che effettivamente Y := sup,c(o 1) Z¢ € L2, Si noti che Z;(p)3 =

Zy(3p) - €3 Jopids < Zi(3¢) €3¢ q.c., per cui possiamo scrivere

P(Y >)\) = P< sup Zi(p)® > >\3> < P( sup Zi(3p) > A3 6_30>.
te[0,T] t€[0,7]

Dato che {Z(3¢)}+>0 ¢ una supermartingala continua, possiamo applicare la disugua-

glianza massimale (Osservazione {4.15|) ottenendo

3C 3C

P(Y >3 < S5 (Ep(Z(3¢) +Ep(Z2(3¢) ) = S -

perché Zy(3¢) = 1 e Zp(3p) > 0. Questo mostra che Y € L?, poiché
o0 o0
Ep(Y?) = / P(Y?>z)dz < 1+ / P(Y > Vz)dz < oo.
0 1

Il caso in cui ¢ é complessa €& analogo. Dato che nella formula di It la funzione
F appare linearmente, la formula si puo applicare senza problemi al caso di funzioni F'(z)
di classe C? a valori complessi, in particolare all’esponenziale complesso. Applicando
dunque la formula di It6 alla relazione , si ricava che anche per ¢ € Mli’éc (0,77 il
processo {Z; = Zt(@)}te[O,T] soddisfa I'equazione dZ; = oy Z; d By, ossia

déR(Zt) == %(apt Zt) dBt 5 d%(Zt) == C\}‘((,Dt Zt) dBt .

Se mostriamo che i processi {R(y Z¢) }reo. 1] € {S(¢t Zt) bepo,r) sono nello spazio M?[0,T],
segue allora che che R(Z) e I(Z) sono entrambe vere martingale e non soltanto martingale
locali. Di conseguenza Ep(R(Zr)) = Ep(R(Zy)) =1 e Ep(S(Zr)) = Ep(S(Zp)) =0, da
cui segue che Ep(Z7) = 1, cioé quanto vogliamo dimostrare.

Resta infine da mostrare che {R(¢y Zy) }repo.r) € M?[0,T] e {S(01 Zt) brejo,r) € M?[0,T).
Dato che |R(p: Z¢)| < |t Zt| € (1 Zt) < |t Zt|, basta osservare che

T T
Ep </ |os Zs|2ds> Ep <Y2/ |g05|2d3> < C Ep(YQ),
0 0

dove questa volta abbiamo posto Y := sup;c(o 17 |Z;|. Dobbiamo solo mostrare che Y € L?,
ma questo & semplice: infatti

IN

=3 o #% ds| — oo R(ws)dBs o3 [y R(w2) ds

Zu(p)| = |elo e b
= Zy(R(p)) e o Rl RN = 7,(R(p)) 3 Jo Sl < 7,(R(p)) €37
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Dato che fOT R(ps)?ds < fOT lps|? ds < C q.c. per ipotesi, segue dalla prima parte della
dimostrazione che supyco ) Zt(R()) € L2 O

6.6.4. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA [6.15. Per semplicita, dimostriamo sola-

mente che il processo B rispetto a Qp ¢ un moto brovvniano Dato che B ¢ g.c. continuo,
basta mostrare che le sue leggi finito-dimensionali rispetto a Qp coincidono con quelle
del moto browniano. Dato che il moto browniano ¢ un (il) processo gaussiano di media
nulla e matrice delle covarianze s A ¢t := min{s, ¢}, ci basta mostrare che per ogni k € N,
0<t;<...<tp<Ted=(V,...,9%) € RFsiha

EQT (ei Z?:l 95 Etj) _ e—% Z?,L:1(tj/\tl) 95 Y ) (640)
Ricordando la definizione (6.37)) di Q, possiamo riformulare (6.40|) nel modo seguente:

Ep (eiZ’f:l 9; By Zr(p)) = o5 g1 (tiA) 0591 (6.41)

Cominciamo a supporre che fOT ¢2ds < C q.c., per un’opportuna costante C' < oc.
Definendo il processo complesso @s := @ + @ Z?:l U5 1j0,¢,)(8), st deduce facilmente che

fOT |5s|?ds < C' q.c., per un’opportuna costante C’ < co. Possiamo quindi applicare il
Lemma che da Ep(Zr(9)) = 1. Con calcoli elementari si ottiene

T T k
/ psdBs = / ¢sdBs + i Zﬁj Btj )
0 0

j=1
1 T U 1 T ) 1 k t;
2/ (@s) ds:2/ gosds—2219j191(tj/\tl)+i219j/ psds,
0 0 jl=1 j=1 0

da cui si ha . _ .
Zr(3) = Zr(p) € Y195 Bey o5 305 =1 95 00 (tAk)

La condizione Ep(Z7(®)) = 1 equivale dunque alla rlazione ((6.41)).

Nel caso generale si procede per localizzazione. Definiamo

t
Tp = inf{tG[O,T]: / g@?d5>n},
0

(n)

con la convenzione inf{()} := +oo, e poniamo ¢s~ = ¢s1lj,(s). Si osservi che

fOT (gcz(gn))2 ds < n per costruzione. Per quanto appena dimostrato, la relazione (6.41)
vale dunque con ¢ rimpiazzato da ¢ per ogni n € N, cioe

ik )
Ep (e 2=193 By Zr ((p(n))) — o3 g (tAR) 05 0 7 (6.42)

'La dimostrazione che B é un {Ft}tejo,m-moto browniano non ¢ molto piu difficile: si veda il
Teorema 7.22 (che richiama il Teorema 4.26 e I'Esercizio 3.11) in |Baldi, 2000|.
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dove abbiamo posto ét(n) = By — f(f <p§”) ds.
Per definizione di integrale stocastico in Ml%c [0, 7], si ha fOT <p§”) dB; — fOT psdBg q.c.

per n — oco. Dato che anche fOT(gpgn))Q ds — f(;‘r ©2dse f(;‘r <pgn) ds — fOT psds q.c. (per
convergenza dominata), segue che Z7 (™) = Z7(p) e gg) — Etj q.c.. Per concludere
la dimostrazione ci basta dunque mostrare che si puo passare al limite n — oo in (6.42]).

Per semplicita di notazioni, poniamo Z, := Zr(¢™) e ©,, := Z§:1 v Et(]n) e analoga-

mente Z := Zr(p) e © 1= Z?:l v Etj. Possiamo scrivere

|Ep (" Z,) —Ep (¢° 2))|

IA

Ep (| Z, — '© Z|)
Ep (| (Z, — Z)|) + Ep (|(e®" — €®©) Z|)
Ep(|Z — Zy,|) + Ep (| — €] |2]).

A

IA

Sappiamo che ©, — © q.c. per n — 00, quindi il secondo termine tende a zero per
convergenza dominata. Per quanto riguarda il primo termine, sappiamo che Z,, — Z q.c.
e inoltre Ep(Z,,) = Ep(Z) = 1 per ogni n € N. Applicando il Lemma pitl in basso, si
ottiene allora Ep(|Z — Z,,|) — 0 per n — oc.

Avendo mostrato che Ep(e'© Z) = lim,,_,c Ep(e'®" Z,) = exp(—3 Z?,z:ﬂtj At) 95 0)),
la relazione (|6.41]) & verificata e questo conclude la dimostrazione. O

LEMMA 6.18 (SCHEFFE). Siano {Z, },en, Z variabili aleatorie positive e integrabili
tali che Z, — Z q.c.. Allora E(|Z — Z,|) — 0 se e solo se E(Z,) — E(Z).

DIMOSTRAZIONE. Si noti che che (Z — Z,)" < Z+* = Z € L', perché¢ Z, > 0. Dato che
(Z — Z,)T — 0 q.c. per n — oo, per convergenza dominata si ha Ep((Z — Z,)") — 0.

Se supponiamo che E(Z,) — E(Z) per n — oo, segue che Ep(Z — Z,,) — 0 e dato che
|z —y| =2(x — y)* — (z — y) si ottiene

Ep(|Z - Z,|) = 2Ep((Z — Z,)T) — Ep(Z — Z,) — 0.

Viceversa, per la disuguaglianza triangolare si ha | E(Z,) — E(Z)| < E(|Z,, — Z]) e quindi
se Ep(|Z — Z,|) — 0 si ottiene E(Z,,) — E(Z). O

6.6.5. LA FORMULA DI CAMERON-MARTIN. Introduciamo lo spazio D0, 7] delle
funzioni f : [0, T] — R assolutamente continue, con f(0) = 0 e con derivata prima in L%

DI[0,T] := {f:[O,T]—)R: Jg € L?[0,T] : f(t)z/otg(s)ds, VtE[O,T]}

(scriveremo g(s) = f'(s)). Se B = {Bi}scjo,r] € un moto browniano reale e f € DI[0,T],
definiamo il processo (deterministico) ¢s := f/(s) e poniamo

ZT = efon/(S)stféfgf/(s)st‘
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Grazie al Lemma si ha E(Zr) = 1, quindi possiamo applicare il Teorema definita
la probabilita Q(dw) := Zr(w) P(dw), il processo B := B — f, ¢ un moto browniano
rispetto a Q (si noti infatti che By := By — [5 ¢sds = By — f(t)).

Dato un qualunque sottoinsieme misurabile A dello spazio C([0,T],R) delle funzioni
continue da [0,7] in R, possiamo dunque scrivere

P(BeA) = QB€A) = Ep(l .4 Z1).

Sostituendo A con A — f e applicando la formula del cambio di variabili (Teorema , si
ottiene la celebre formula di Cameron-Martin:

P(B + f & A) — EP (1{B€A} ef()T f’(s) dBs — % fOT f’(S)Q ds)

6.43
— / 1a(z) efo £/ des=3 i 162 ds yy (g (0:49)
C(0,T],R)

dove W indica la misura di Wiener, cioé la legge del moto browniano, su C([0, 7], R). Si noti
che fOT f'(s)dzs indica proprio U'integrale di Itd, ben definito per v-q.o. € C([0,T],R)

Dato che ’esponenziale nel membro destro in é q.c. strettamente positivo, se
P(B € A) > 0 allora anche P(B + f € A) > 0, per ogni f € D[0,T]. Ad esempio, posto
St 1= supyeo4) Bs, per ogni ¢ > 0 fissato si ha

P(B;<cperognit<T) = P(Sr<c¢) = P(|Br|<c¢) > 0,
per il principio di riflessione. Di conseguenza, per ogni f € D[0,T] si ha

P(By < c+ f(t) perognit <T) > 0.

La formula di Cameron-Martin (6.43) mostra che, per ogni 7' > 0, la legge W del
processo B = B + f & assolutamente continua rispetto alla misura di Wiener W, con
densita di Radon-Nikodym data da

D) = exp ([ reae - [ roras),

per W-q.o. z € C([0,T],R). In altre parole, traslando la misura di Wiener W mediante
una funzione f € D[0,T], si ottiene una legge W assolutamente continua rispetto a W.
Si dice pertanto che la misura di Wiener ¢ quasi-invariante per traslazioni in D[0,T'].

E interessante notare che invece la legge di 0B = {oBi}icqo,r), per 0 > 0, 0 # 1, non ¢é assolutamente
continua rispetto alla legge di B. Infatti, definendo il sottoinsieme

C, = {heC([o,T],R); Jim sup h(t) a},

wo © Vi /2loglog(1/D)

per la legge del logaritmo iterato si ha P(¢B € C;) = 1, mentre P(B € C,) = 0.



7. EQUAZIONI DIFFERENZIALI
STOCASTICHE

In questo capitolo ci concentriamo sulle equazioni differenziali stocastiche, dimostrando
I’esistenza e 'unicita di soluzioni sotto ipotesi standard e discutendo brevemente alcune
applicazioni alla teoria delle equazioni differenziali alle derivate parziali.

7.1. DEFINIZIONI

Siamo interessati alle equazioni differenziali stocastiche della forma

{dXt = o(t,Xy)dB; + b(t, X;)dt ’ (7.1)

X():CC

dove sono assegnati il punto x € R” e le funzioni misurabili b : [0,7] x R — R",
o :[0,T] x R* = M(n x d,R). Indicheremo le componenti di b e o con b;(t, x) e 0y (t, x),
per1 <i:<n,1<j5<d.

Definiamo innanzitutto precisamente la nozione di soluzione.

DEFINIZIONE 7.1. Una soluzione dell’equazione ([7.1]) ¢ il dato di:
e uno spazio filtrato standard (Q, F,{Ft}sec(0,17, P);
e un {F;}ycpo,r)-moto browniano B = {B}c[o,7], definito su 2 a valori in RY;

e un processo X = {X;}yc(o,7) definito su Q a valori in R", g.c. continuo e adattato
alla filtrazione {F},(o,7), che soddisfa (7.1]), cio¢ tale che

{Uij(stS)}sé[O,T] € Ml2oc[0’T] ) {bi(sa XS)}SG[O,T] < Ml%)c[ovT] ) (72)
e per ogni t € [0, 7]
t t
X = x4+ / o(s,Xs)dBs + / b(s, Xs)ds. (7.3)
0 0

Una soluzione é detta forte se il processo X & adattato all’ampliamento standard
{Gt+ }hejo,r) della filtrazione naturale del moto browniano.

Con abuso di notazione, scriveremo che un processo X ¢ soluzione dell’equazione (7.1)),
sottintendendo lo spazio di probabilita, la filtrazione e il moto browniano. Scriviamo
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esplicitamente ’equazione ([7.3]) in componenti: per ogni i € {1,...,n}
, t d ' t
Xt(z) = z; + / ZO’Z']'(S,XS) ngj) + / bi(S,Xs) ds.
0 0
7j=1

Osserviamo che la condizione ((7.2)), necessaria affinché gli integrali in ([7.3]) abbiano senso,

& automaticamente soddisfatta se le funzioni b e o sono continue.

OSSERVAZIONE 7.2. L’esempio piu semplice di equazione differenziale della forma si
ha quando o(t,z) =0 € M(n x d,R), e b(t,z) = b € R™. L’equazione diventa dunque
dX; = o0 dB; + bdt, che ha come soluzione il processo X; = = + oB; + bt, detto moto
browniano con deriva (o drift) b € R" e matrice di dispersione o € M(n x d,R).

Piu in generale, quando o(t,z) = o(x) e b(t,x) = b(x) non dipendono dal tempo, un
processo X soluzione dell’equazione ¢ detto diffusione. Intuitivamente, una diffusione
¢ un processo che si comporta localmente come un moto browniano con drift e matrice di
dispersione: Xy, — X =~ 0(X¢) (Biye — By) + b(Xt)e + o(e) . O

Noi ci concentreremo sull’esistenza (e unicita) di soluzioni forti. Pit precisamente, per
ogni spazio filtrato standard (€2, F, {F }¢ejo,r), P) su cui & definito un {F;},c(o,71-moto
browniano B = {Bt}te[o,T} a valori in R%, mostreremo che — sotto opportune ipotesi su
b(t,z) e o(t,x) — esiste un processo X = {X;},c(o,7), definito su Q e adattato all’amplia-
mento standard della filtrazione naturale di B, che ¢ soluzione (forte) dell’equazione (7.1)),
e che tale processo ¢ unico a meno di indistinguibilita.

Notiamo tuttavia che esistono equazioni differenziali stocastiche per cui esistono
soluzioni ma che non ammettono soluzioni forti: in altre parole, una soluzione X deve
necessariamente “contenere piu aleatorieta” di quella del moto browniano. Un esempio
celebre ¢ dato dall’equazione di Tanaka: dX; = sign(X;) dBy, dove sign(z) :=1sex >0e
sign(z) = —1 se < 0 (si veda ’'Esempio 3.5 nel capitolo 5 in |[Karatzas e Shreve| [1998]).

Introduciamo infine alcune nozioni di unicita per 'equazione (|7.1]).

DEFINIZIONE 7.3. Diremo che per I’equazione c’e unicita in legge se, quali
che siano le soluzioni {(Q, F,{Ft}ico.11, P), B, X}, {(¥, F', { Fi e, P'), B, X'},
processi X e X’ hanno la stessa legge su C([0,T],R™) (equivalentemente, se hanno le
stesse leggi finito-dimensionali).

Diremo che per ’equazione c’é unicita per traiettorie se, quali che siano le
soluzioni X e X', definite sullo stesso spazio filtrato standard (2, F, {F: }¢ejo,r, P) e
con lo stesso moto browniano B, i processi X e X’ sono indistinguibili, cioé si ha
P(X; =X/ Vte[0,T]) =1.

E possibile mostrare che 1'unicita per traiettorie implica I'unicita in legge: si veda la
Proposizione 3.20 nel capitolo 5 in Karatzas e Shreve| [1998].
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7.2. ESISTENZA E UNICITA DI SOLUZIONI FORTI

Dimostreremo ora ’esistenza di soluzioni forti e 'unicita per traiettorie per ’equazione
differenziale stocastica (7.1]), sotto opportune condizioni.

IPOTESI 7.4. Le funzioni b: [0,7] x R® - R" e 0 : [0,T] x R® — M(n x d,R) sono
misurabili ed esistono costanti L, M < oo tali che per ogni ¢t € [0,T] e z,y € R"

bt 2)? < MQA+2l?),  Jo(t2)? < M1+ |z, (7.4)
b(t,z) —b(t,y)| < Llz—yl,  |o(t,z) —o(t,y)l < Lz —yl. (7.5)

Naturalmente per € R" indichiamo con |z| la norma euclidea, e analogamente per
: 2. d 2
z € M(n x d,R) poniamo |z|* :=>"" | > i1 (mig)®.

TEOREMA 7.5. Siano b, o funzioni che soddisfano I’Ipotesi [7.4] e sia € R™. Allora:
e per l'equazione (|7.1)) c’é unicita per traiettorie;

e per l'equazione ([7.1)) c’¢ esistenza di soluzioni forti: pitt precisamente, per ogni

spazio filtrato standard (§2, F, {F }vejo,77, P), su cui & definito un {F },¢(o,7j-moto

browniano d-dimensionale B, esiste un processo X = {X;},c[o 7] definito su Q a
valori in R™ che ¢ soluzione forte dell’equazione ([7.1)).

e ogni soluzione X = {X;};co.7] dellequazione (7.1)) ¢ in M?[0, T].

Si noti che, fissato lo spazio (2, F, {F }1ep0,7], P), la soluzione forte dell’equazione
costruita nel Teorema ¢ necessariamente unica (a meno di indistinguibilita), grazie
all’'unicita per traiettorie. Per questa ragione si dice che, sotto I'Ipotesi[7.4] per I'equazione
c’é esistenza e unicita di soluzioni forti.

Un’altra conseguenza immediata del Teoremal[7.5]¢ che, sotto I'Ipotesi[7.4] ogni soluzione
dell’equazione ¢ forte. Consideriamo infatti una soluzione generica, cioé un processo
X', definito su uno spazio filtrato standard (€2, F, {ft}te[o,T}7P) su cui ¢ definito un
{Ft}tejo,m-moto browniano d-dimensionale B, che risolve I'equazione (7.1). Grazie al
Teorema esiste un processo X definito su 2 che é soluzione forte dell’equazione, cioé
che ¢ adattato all’ampliamento standard {Gyy }¢cjo 7] della filtrazione naturale di B. Per
l'unicita per traiettorie, X ¢ indistinguibile da X', pertanto anche X’ ¢ adattato alla
filtrazione {Gyy }4epo,r] € dunque anche X’ ¢ soluzione forte.

OSSERVAZIONE 7.6. Il dato iniziale x € R™ dell’equazione puo essere sostituito da
una variabile aleatoria X € L? che sia indipendente da B. La dimostrazione dell’esistenza
di una soluzione (adattata alla filtrazione {o(X, Gy )}epo,r1) € dell’unicita per traiettorie
in questo caso pud essere ottenuta apportando minime variazioni alla dimostrazione che
presentiamo. ]

Per la dimostrazione sard utile il classico Lemma di Gronwall.
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LEMMA 7.7 (GRONWALL). Sia g : [0,7] — R una funzione misurabile e limitata, che
soddisfa la seguente relazione: esistono a,b > 0 tali che

t
g(t) < a+ b/ g(s)ds, vVt € [0,T]. (7.6)
0

Allora per ogni t € [0, 7] vale che g(t) < ae®.

DiMOSTRAZIONE. Mostriamo che per ogni n € N vale la seguente relazione:

Ot e [ [ -
g(t) < a ZT + b ds; dsy - -- dsp+19(Snt1) - (7.7)
—o 0 0 0

I1 caso n = 0 non ¢ altro che la relazione (7.6|). Per il passo induttivo, basta notare che
9(sn+1) <a+d f(f " dspt2 g(Snt2), sempre per la relazione ([7.6]), ottenendo

prtt / dsl/ dss / dsp+19(Sn+1)
tn—i—l g2 Sn41
< vt ( + b d51 dSQ dsn+1 ; dsp+2 g(Snt2),

dove abbiamo usato I'integrale elementare fot ds; f(fl dsy --- f(f" dspi1 = (ZHTT)' Questo
mostra che la relazione ([7.7)) vale per ogni n € N.
Dato che per ipotesi |g(z )] < M con M < oo, l'ultimo termine in ([7.7) ¢ limitato in

valore assoluto da M b”Jr1 (5;1), e quindi tende a zero per n — oo. Prendendo dunque il

limite n — oo in si ottiene g(t) < ae. O

Passiamo ora alla dimostrazione del Teorema [7.5] Per semplificare le notazioni, consi-
dereremo solo il caso unidimensionale d = n = 1, in particolare b e o sono funzioni da
[0,7] x R in R. Trattiamo separatamente 'unicita e 'esistenza.

7.2.1. TEOREMA : UNICITA. Siano fissati x € R e uno spazio di probabilita
(€2, F,P), munito di filtrazione {Fi};c07) che soddisfa le ipotesi standard, su cui &
definito un {F;},c[o,7j-moto browniano reale B. Faremo uso frequente della relazione
(w1 + ...+ 2,)? <n(2?+ ...+ 22), che si dimostra facilmente:

(x14 ... +3,)% = rizj < L =@+ +2?),
! 2

1,j=1 i,j=1

avendo usato la disuguaglianza ab < ‘LQ;FZ’Z, che segue da (a — b)? > 0.
Supponiamo che X = {X;}c0,7) € X' = {X{}s¢(0,7) siano due processi reali definiti su
(2, entrambi soluzioni dell’equazione (7.1)), cioé per ogni ¢ € [0, T]

t t
X =+ / o(s,Xs)dBs + / b(s, Xs)ds,
0 0
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e analogamente per X’. Se introduciamo il tempo d’arresto
Tn = inf {t>0: |X4| >no|X]| >n}, (7.8)
con la convenzione inf () := +o00, possiamo dunque scrivere per ogni t € [0, T
tATh tATh
Xipr, = x + / o(s,Xs)dBs + / b(s, Xs)ds
0 0
t t
R / o(5,X4) Lo, y(5) dBs + / b(s, Xo) 10,5, (5) ds,
0 0

e analogamente per X’. Sottraendo le relazioni per X e X’ si ottiene dunque

e = X V] < 2 <E [(/ot(a(s’Xs) —0(5, X)) 1jo,m,) (5) stﬂ

(5]

2(B] [ (01620 = 016, X0 0 5) 05

IN

+TE [/Ot(b(s,Xs) — (s, X1))* Ljo,r,)(s) dSD ;

dove abbiamo usato la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz per 'integrale ordinario e la
seguente relazione per l'integrale stocastico:
¢
<E [/ zZ? ds} , (7.9)
0

([ )

valida per ogni processo Z = {Zs}sejog € M [0,t]. In effetti, se Z € M?[0,t] que-
sta relazione é un’uguaglianza, per l'isometria dell’integrale stocastico, mentre se Z €
M32.[0,t]\ M?[0,t] il membro destro vale +oc e la disuguaglianza ¢ banalmente verificata.

Usando I'Ipotesi [7.4] abbiamo dunque

E

t
El(Xinm, — Xl )2 < 2L2(147T) / E[(X, - X)) 1j,,)(s)] ds
0
t
< 2L7(1+17) / E [(Xonm — Xinm )P ds.
0

Abbiamo dunque mostrato che la funzione g(t) := E[(X¢ar, — X{pz,)?] soddisfa la
relazione g(t) < a+ bfg g(s)ds, cona=0eb=2L%1+T). Si osservi che g é misurabile,
perché i processi X e X', essendo continui e adattati, sono (progressivamente) misurabili.
Inoltre g & limitata: g(t) < 2(E[X}, ]+ E[X2.,. ]) < 4n?, grazie alla definizione
di 7,,. Applicando il Lemma si ottiene dunque g(t) < 0 per ogni t € [0,7T]. Dato che
chiaramente g(t) = E[(X¢nr, — X/x.,)?] > 0, segue che g(t) = 0 per ogni ¢ € [0, T].
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Questo mostra che, per ogni ¢ € [0, T] fissato, si ha X;a;, () (w) = Xt,/\'rn(w) (w) per ogni
n € N e per q.0. w € Q. Dato che lim,,_,o, 7, = 00 q.c., per q.0. w si ha t A 7,(w) =t per
n grande e dunque X;(w) = X/(w). Si ha quindi q.c. X; = X/ per ogni t € [0,7]NQ e per
la continuita delle traiettorie di X e X’ segue che q.c. X; = X/ per ogni t € [0,T], cioé i
processi X e X’ sono indistinguibili. L’unicita per traiettorie ¢ dunque dimostrata. [J

7.2.2. TEOREMA : ESISTENZA. Siano fissati x € R e uno spazio di probabilita
(Q, F,P), su cui ¢ definito un moto browniano reale B = {B;}¢>0. Scegliamo come filtra-
zione 'ampliamento standard {Gy; }4e(o,r] della filtrazione naturale del moto browniano.
Costruiremo su questo spazio un processo X continuo e adattato che ¢ soluzione (forte)
dell’equazione differenziale stocastica e mostreremo che X € M?[0,T). 1l processo
X sara ottenuto con un procedimento di iterazione, analogo a quanto avviene per le
equazioni differenziali ordinarie.

Se sullo spazio (€2, F,P) ¢ gia definita una filtrazione {F;}4c[o,7] che soddisfa le ipotesi
standard e B ¢ un {]:t}te[[),T]'mOtO browniano reale, il nostro procedimento produce una
soluzione X adattata a {§t+}te[0,T]a dunque a maggior ragione adattata a {Fi}icpo17s
dal momento che G;; C F;. Avendo gia dimostrato I'unicita per traiettorie, segue che
ogni altra soluzione Y definita su 2, a priori adattata a {F;},c(0,7], ¢ indistinguibile da
X, e dunque & anch’essa adattata a {G;, }te[O,T]- Questo mostra che, sotto I'Ipotesi
qualunque soluzione dell’equazione differenziale stocastica ¢ una soluzione forte.

Per Y € M?[0,T), definiamo il processo J(Y) = {J:(Y) }+ejo,r) ponendo

J(Y) =z + /Oto(sij) dBs + /Ot b(s,Ys)ds. (7.10)

Grazie all'Ipotesi ¢ immediato verificare che entrambi i processi {o(s, Ys)}sejo,m @
{b(s,Ys)}sejo,7) sono in M2[0,T], per cui gli integrali in sono ben definiti. In effetti,
applicando la relazione , la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e I'Ipotesi per
t € [0,T] possiamo scrivere

E[J(Y)?] < 3<x2 +E [(/Ota(s,m)st)Q] +E K/Otb(s,ys)ds>2D
3<x2 +E [/Ot ( Ys)st] + TE[/Otb(s,YS)stD

< 3<x2 + M1 +T) / (1+E[Y3])ds)

0

IN

<5 ( L MOETIT 4 MO LT ||Yuip[o,ﬂ).

Dato che I'ultimo membro é ﬁnlto e non dipende da t, integrando questa relazione si
ottiene che ||J(Y) MQ[O = fo 2] dt < co. Questo mostra che J(Y) € M?[0,T],

per ogni Y € M?[0,T], ovvero J é un operatore da M?[0,T] in sé.
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Usando ancora la relazione ([7.9)), la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e I'Ipotesi
per YY" € M?[0,T] e per t € [0, T] abbiamo

E[(1(Y) = 1(Y")]

2 (|( [ (o(s,Y) - a(s,n'»st)Z} wel(f (b(s, V) b(s,Y;»ds)Q])
(

B[ [ots v -t as| + 78] [ 065,50~ 0512070

IA

IN

2

IN

t
20+T)L*E [/ (Y, —Y;’)2ds] .
0
Ponendo C := 2 (1 + T) L?, abbiamo mostrato che per ogni ¢ € [0, 7]
E[(L(Y) = J(Y")?] < C/ (Vs — Y))?] ds. (7.11)

Questa relazione ci tornera utile tra poco. Per il momento, notiamo che il membro
destro di ¢ limitato da C'||[Y — Y||2, 0,7 Per cui integrando la relazione si ottiene

| J(Y)— (Y’)||M20T] <COT|Y— Y’HM2[O 77- Questo mostra che J : M?0,T] — M?[0,T)
e un operatore continuo.

Definiamo ora ricorsivamente una successione di processi X = {Xt(n)}te[o"f] €
M?[0,T], ponendo XV = z e X+t .= J(X(™)) per ogni n € N. Piu esplicitamente,
pert€[0,T] eneN

t t
xM =z, X"V = x™) =g+ / o(s, XM)dBs + / b(s, X{™)ds.
0 0
Applicando la relazione ([7.11)), per ogni n > 2 e t € [0,T] si ha
E[x™Y - x"y] < c / — x(D)?) ds (7.12)

Per il caso n = 1, usando ancora la relazione ([7.9), la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
e Ipotesi[7.4] si ha

B(x® - xMy) < 2<E K/Ota(s,x)dfzsﬂ + (/Otb(s,x)ds>2>

t - (7.13)
2 2 2y _. .
§2</0 o(s,x) ds—i—T/O b(s,x) ds)SQM(1+T)T(1+|x])—. ,

e chiaramente ¢ < oco. Usando le relazioni (7.12)) e (7.13), ¢ immediato verificare per
induzione che vale la seguente stima, per ogni t € [0,7] e n € N:

tnfl

E [(Xt(n—i-l) o X7f(n))2] < cOn ! m’



142 7. EQUAZIONI DIFFERENZIALI STOCASTICHE

che integrata in t € [0,7] da
1 I

|| X (D) _X(n)H?M?[O,T] < O™ —.

Questa relazione mostra che la successione di processi { X (”)}neN ¢ di Cauchy in M?[0,T7:
infatti per m > n possiamo scrivere

(m) _ x () ) (B 3 e T2
IX0 = XONarpry < 3 IXE =X P appry < 3 <CC k'> 7
k=n

k=n
e la serie pud essere resa piccola a piacere scegliendo n grande, perché ¢ convergente
(esercizio). Per la completezza di M?[0,T], esiste dunque un processo X € M?2[0,T] tale
che X — X in M?[0,T].

Mostriamo infine che X & soluzione di (7.1). Per costruzione X (n+1) .= J(X ™), per
ogni n € N. Dato che X — X in M?[0,T], prendendo il limite n — oo e usando il fatto
che J : M?[0,T] — M?[0,T] & un operatore continuo si ottiene la relazione X = J(X),
ovvero

t t
Xy =z + / o(s,Xs)dBs + / b(s, Xs)ds, (7.14)
0 0

che non ¢é altro che la forma integrale dell’equazione .

Per costruzione, X ¢ stato determinato come elemento di M2[0, T, cioé come classe di
equivalenza di processi. Occorre dimostrare che é possibile scegliere un vero processo X,
cioé un rappresentante della classe di equivalenza, che sia continuo (come prescritto dalla
Definizione . Ma la relazione mostra X & somma di un integrale stocastico e di
un integrale ordinario, dunque ne esiste sempre una versione continua: questa versione di
X costituisce dunque una soluzione dell’equazione .

Dato che fin dall’inizio abbiamo scelto come filtrazione il completamento {§t+}te[o,T]
della filtrazione naturale del moto browniano, il processo X ottenuto ¢ una soluzione forte

dell’equazione ([7.1]). O

7.3. LA FORMULA DI FEYNMAN-KAC

Siano assegnate le funzioni b : [0,7] x R" — R", ¢ : [0,T] x R” — M(n x d,R), che
supporremo continue e soddisfacenti la condizione di crescita lineare ([7.4]). Facciamo
Iipotesi che, per ogni s € [0,7] e per ogni x € R", esista una soluzione X = {X; }yc[s7)
dell’equazione differenziale stocastica

dX; = o(t,X;)dB b(t, X,) dt
{ t o(t, Xy)dBy + b(t, Xy) , (7.15)

Xs ==

definita su uno spazio filtrato standard (2, 7, {F; }ye[s,7, P) su cui & definito un {Fi }re(s 11
moto browniano B = {B}c[s) a valori in R?. Piu esplicitamente,

¢ t
Xy =z + / o(u, X,)dB, —|—/ b(u, Xy) du, Vit e ls,T]. (7.16)
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Supponiamo inoltre che ci sia unicita in legge per questa equazione. Per quanto visto,
una condizione sufficiente & che le funzioni b, o soddisfino l’]potesi (nel qual caso c’e
unicita per traiettorie e la soluzione X dell’equazione ¢ in M?[s,T)).
Naturalmente la soluzione X dipenderd dal tempo iniziale s e dal dato iniziale z.
Con un piccolo abuso di notazione, ¢ prassi indicare questa dipendenza nella probabilita:
scriveremo cioé Py »(X; € A) e E, ,(F(X;)) per calcolare probabilita e valori attesi relativi

al processo X = {X};¢[s,1) soluzione dell’equazione (7.15), (7.16)).

Introduciamo ora, per ogni t € [0, 7], un operatore differenziale L; del secondo ordine,
associato all’equazione (7.15)). L’operatore L; agisce sulle funzioni ¢ : R” — R di classe
C? nel modo seguente:

Lig(w) = 5 Te(" () olt, ) o(t,2)") + blt,2) - &' (a)

1 & . 9? - 0
=3 lgz:l(fm )ij(tax)ms@(fﬂ) + ;bi(t»l‘)axiw(@a

dove naturalmente (00*);;(t,z) := ZZ:I oik(t, x)ojk(t, x).

Consideriamo infine la seguente equazione differenziale alle derivate parziali, per una
funzione F' = F(t,z) : [0,T] x R® — R di classe C! in t e C? in z:

. (7.17)
F(T,z) = f(x) Ve e R"

{—gtF(t, ©) = LiF(t,z) — k(t,z) F(t,z) + g(t,z) Vte[0,T], z € R"
dove g(t,x), f(x) € R e k(t,z) > 0 sono funzioni continue assegnate. Si noti che si
specifica il valore di F'(t,x) all'istante finale t = T.

Facciamo ora l'ipotesi che le funzioni g(¢,z) e f(z) sono a crescita polinomiale in
x, uniformemente in ¢. Si puo allora dimostrare che se esiste una soluzione F(t,x)
dell’equazione a crescita polinomiale in z uniformemente in ¢, essa & unica e
ammette la seguente formula di rappresentazione, nota come formula di Feynman-Kac:

T
F(t,2) = Eu | f(Xp) e f RuXdu / gs, X,) e~ o RwXdugel —(718)
t

E anche possibile dare condizioni sotto le quali la funzione definita da é effetti-
vamente soluzione dell’equazione : per maggiori dettagli, si vedano il Teorema 7.6
e il Remark 7.8 nel capitolo 5 in |[Karatzas e Shrevel |1998| (in cui sono anche descritte
precisamente le ipotesi di crescita polinomiale su g, f e F).

Per semplicita, ci limiteremo a fornire una dimostrazione della relazione sotto
ipotesi piu forti: supporremo che le derivate %F(t,x) siano limitate su [0,T] x R™ e
che la soluzione X dell’equazione (7.15)) sia in M?[s, T)]. Il caso generale si ottiene con
un procedimento di localizzazione: per maggiori dettagli, si veda la dimostrazione del
Teorema 7.6 nel capitolo 5 in [Karatzas e Shrevel |1998].
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DIMOSTRAZIONE DELLA FORMULA ([7.18]). Supponiamo che F' sia una soluzione dell’e-
quazione ([7.17) e fissiamo ¢ € [0,T]. Per s € [t,T], la formula di It6 da

dF (s, Xs) = (F(s,Xs) + LsF(s,X;))ds + F'(s, X;) o(s, X5) dBs .

Dato che d(e™ Je HuXwdu) — _ (s X )= Ji HuXuw)du qg per la formula di integrazione
per parti stocastica (Corollario [6.12)) si ha

d(F(s, Xs)e™ J§ FuXu) d")
- F(s,XS)d<e* ffk(u,xu)du) + e fRwX)d g p(g )
= e PR Xgduf(_ b P4 LF)(s, Xs)ds + F'(s, X,) o(s, X,) dB}
= —e_ftSM“’X“)d“g(s,Xs) ds + e Ji kXu)du F'(s,X)o0(s,Xs)dBs, (7.19)

avendo usato il fatto che F' ¢ soluzione dell’equazione ([7.17]).
Per ipotesi k(u,z) > 0 e |F'(u,x)| < C per ogni (u,z) € [0,T] x R™, per un’opportuna
costante C' < 00, e inoltre |o(s,z)| < M (1 + |z|), quindi

e KX B X ) o(s, X,)| < (cost.)(1+ X))

Questo mostra che il processo {e~Ji F(uXu)du F'(s,Xs)o(s, Xs)}sepr) € in M?[s,T),
perché per ipotesi X € M?[s, T]. Quindi I'integrale stocastico dato dall’ultimo termine in
(7.19) ¢ una vera martingala (di quadrato integrabile). Integrando la relazione ([7.19)) tra
s =1t e s="1T e prendendo il valore atteso E; ., dato che la martingala ha valore atteso
nullo si ottiene

T
E. (F(T, Xr)e ’“(“vX”d“) — Eio(F(t, Xy))

T
= _Et7$ </ g(s, XS) 67 ft k(uzxu)d’u dS) .
t

La formula (7.18)) segue osservando che E; ,(F(t, X)) = F(t,z), per definizione di E; , e
F(T,Xr) = f(Xr), grazie all’equazione ([7.17]). O]
7.3.1. IL CASO INDIPENDENTE DAL TEMPO. Nel caso particolare in cui le funzioni
o(t,z) =o(x), b(t,xz) = b(z), g(t,z) = g(x) e k(t,z) = k(z) non dipendano esplicitamente
dal tempo, anche 'operatore L; = L non dipende dal tempo ed ¢ dato da

1 < . 0? - 0
Lo(z) = 5 .Zl(w )ij(w)mw(w) + Z;bi(w) axi@(w)-

Se F(t,z) é soluzione dell’equazione (7.17)), la funzione ¥(¢,x) := F(T — t,x), definita
per (t,z) € [0,T] x R", ¢ soluzione dell’equazione

2U(t,x) = LU(t,x) — k(z)U(t,z) + g(x) Vte[0,T], z € R
U(0,z) = f(x) Vo e R” '

&

(7.20)



7.3. LA FORMULA DI FEYNMAN-KAC 145

Se siamo nelle condizioni in cui la formula di Feynman-Kac ([7.18)) definisce una soluzione
dell’equazione ([7.17)), la soluzione (¢, x) dell’equazione ([7.20)) si ottiene rimpiazzando ¢
con T — t nella formula ([7.18)). Possiamo dunque scrivere

T S
U(t,z) = Er—ia f(XT)effTT*tk(X“)d“ —l—/T tg(Xs)e*fotk(X“)d“ds .

Notiamo ora che, per omogeneita temporale, la soluzione { X} se[r—t,7] dell’equazione
con dato iniziale X7_; = = non ¢é altro che la traslazione temporale della soluzione
{Xs}sepp con dato iniziale Xo = x. In altre parole, il processo {X;}scir—s 1) Tispetto
a Pr_;, ha la stessa legge del processo {XS}SE[O,t] rispetto a Pg ;. Si ottiene dunque la
seguente versione della formula di Feynman-Kac:

t
U(t,x) = Bog |f(X,)e JokXudu / g(X,) e Jo HXu)du ggl (7.21)
0

Si noti che ¢ sparita la dipendenza da T": la funzione ¥(t, z) definita dalla relazione
& dunque soluzione dell’equazione differenziale per ogni t € [0, 00).

Il caso piu semplice ¢ quello in cui g(z) = 0, b;(z) = 0 e 045(x) = d;5, per cui anche
(00%)ij(x) = 0;;. In tal caso I'equazione si riduce all’equazione del calore con un
potenziale:

{gt\Il(t,z) = §AV(t,x) — k(z)¥(t,x) VE>0, z€R" , (7.22)

V(0,z) = f(x) Vr e R"

Dato che I'equazione differenziale stocastica (7.15)) per s = 0 si riduce banalmente a

dX; = dB;
X() = T

la soluzione ¢ data da X; = x + By. La formula di rappresentazione ([7.21)) diventa dunque
F(t,z) = E [f(w +By)e b k(w+Bu>du} '

Nel caso speciale in cui anche k(z) = 0, usando la densita della legge normale possiamo

scrivere )

e~ 2l ez lzal®
F(t,$) = Rnf(l‘+Z)de = /nf(Z)WdZ,

ritrovando una formula di rappresentazione classica per I'’equazione del calore standard:

2V(t,x) = 1AT(t,z) Vt>0, z€R”
U(0,z) = f(z) Vx e R"
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8 . RIMORSI

Concludiamo con qualche breve cenno ad alcuni argomenti che, per esigenze di tempo, non sono stati
trattati nel corso.

8.1. LE DIFFUSIONI COME PROCESSI DI MARKOV

8.1.1. ProcEssI DI MARKOV. Un processo stocastico X = {X:}+>0 a valori in R™ & detto processo
di Markov se per ogni 0 < s <t <ooe Ae BR") vale la relazioneﬂ

P(X; € A|Fs) = P(Xy € A Xs).
Questo significa che la legge condizionale di X; sapendo tutta la storia o ({Xu }uejo,s)) € Fs del processo

fino all’istante s é funzione soltanto di X;: il futuro dipende dal passato solo attraverso lo stato presente.

Per 0 < s <t < o0, si definisce nucleo di transizione Qs,¢(z,dy) una (qualunque) versione regolare
della legge condizionale di X; rispetto a X, (equivalentemente, rispetto a F,). Piu precisamente, Qs+ €
un nucleo di probabilita tale che

P(Xt (= dy | ]:t) = Qs,t(X57 dy) .

Il processo di Markov X é detto omogeneo se il corrispondente nucleo di transizione dipende da s,t
solo attraverso la differenza ¢ — s, cioé Qs,(z,dy) = Q¢—s(z,dy). In altre parole, la legge condizionale di
X4 rispetto a X; non dipende da ¢, ma solo da h. Per ¢, h > 0 si ha dunque

P(Xi4n €dy|Fr) = Qn(Xe,dy).

In questo caso per ogni s,t > 0 vale la relazione

Qs(xvdy) Qi(yvdz) = Qi+8(x7dz)7 (81)

yeR™
nota come equazione di Chapman-Kolmogorov.

Sia ora X = {X,}:>0 una diffusione, cioé un processo stocastico definito su uno spazio filtrato standard
(Q, F,{Fi}+>0,P) a valori in R™ che risolve l’equazione

{dXt = o(X)dB, + b(X)dt (8.2)

XOZLZ’

dove z € R", B = {Bi}+>0 € un {F;}+>0-moto browniano d-dimensionale e o : R — M(n x d,R),
b: R" — R" sono funzioni che supporremo per semplicitd globalmente Lipschitziane: |b(x) — b(y)| +
lo(xz) —o(y)| < Lz —y| per ogni z,y € R™, con L < co. Indicheremo la dipendenza da z nella probabilita

Una proprieta fondamentale delle diffusioni ¢ che sono processi di Markov omogenei:
Po(Xepn € A|Ft) = Po(Xn € A)lo=x, = Qn(Xy, A),

dove Qn(z,dy) = P»(Xn € dy) ¢ il nucleo di transizione. Questa proprieta vale in particolare per il moto
browniano, come si pud dimostrare usando il Teorema [3.27]

Si pone P(B| X;) := E(1z|0(X,)) per B € F.

147
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8.1.2. GENERATORE E SEMIGRUPPO. Un processo di Markov omogeneo X = {X;}:>o ¢ caratteriz-
zato dal suo “comportamento infinitesimale”. Piu precisamente, introducendo lo spazio Co(R",R) delle
funzioni f(z) continue da R™ in R che tendono a zero per |z| — oo, si definisce il generatore L di X

ponendo
_Eo(f(Xe)) — f(=)
L = lim —————~ 8.3
f@) = lim ) 7 (53)
per ogni funzione f € Co(R™,R) per cui tale limite esiste. L’insieme di tali funzioni & detto dominio del
generatore. | possibile mostrare che il generatore (insieme con il suo dominio) determina la legge del
processo di Markov X.

Nel caso di una diffusione X (soluzione dell’equazione ({8.2))), il generatore L & proprio 'operatore
differenziale del secondo ordine L introdotto nel capitolo precedente, che riscriviamo per comodita:

o?
,,Zaa i; ( axax] x—i—Zb (x).

In questo caso si pud mostrare che la relazione (8.3) vale per tutte le funzioni f di classe C? a supporto
compatto, che dunque appartengono al dominio del generatore.

A un processo di Markov X ¢ associata una famiglia di operatori {P;};>0, detta semigruppo del
processo, che agiscono sulle funzioni f € Co(R"™,R) nel modo seguente:

Pif(z) = Ez(f(Xy) = . f(y) Qe(z, dy) - (8.4)

E possibile mostrare che P;f € Co(R",R) per ogni f € Co(R™,R). Il nome semigruppo deriva dal fatto
che P, o Ps = Py, cioé Py(Psf) = Piyrsf per ogni s,t > 0 e per ogni f € Co(R™,R), come segue
dall’equazione di Chapman-Kolmogorov.

Si noti che Lf = limy o %(Ptf -f) = %Pt (f)]t=0, per ogni f nel dominio di L. Piu in generale, per
ogni f nel dominio di L, P;f é ancora nel dominio di L e vale la relazione

Snp=upp = pep, vz (8.5)

Il generatore L determina il semigruppo. Ispirati dalla relazione (8.5)), si scrive spesso P; = e'.

8.1.3. EQuazioNi DI KoLMOGOROV. Sia ora X una diffusione per cui il nucleo di transizione
Q:(z,dy) = Po(X: € dy) ¢é assolutamente continuo, per ogni ¢t > 0. Supponiamo cioé che esista una
funzione misurabile ¢; : R" x R™ — R tale che

Qt(l’,dy) = Qt(x,y)dy7 vt >O7 V%y eRn

Imponendo opportune ipotesi di regolarita, ¢ possibile mostrare che la densita ¢:(z,y) soddisfa I’equazione
di Kolmogorov backward: per ogni y € R™ fissato si ha

%qt(m‘,y) = Ly q(z,y), vt >0, Vx € R", (8.6)

dove con L, si indica che l'operatore L agisce sulla variabile z di ¢:(z,y). Vale inoltre I’equazione di
Kolmogorov forward, nota anche come equazione di Fokker-Plank: per ogni x € R" fissato si ha

0 # n
aqi(xﬁg) = Ly qt('rvy)7 vt > 07 Vy eR 5 (87)
dove l'operatore L* ¢ ’aggiunto di L, definito da
L = i .

Una derivazione informale delle equazioni e (8.7) si ottiene facilmente a partire dalle relazioni
(18.4) e (8.5), scambiando l'ordine di derivate e integrali.

"La prima uguaglianza in (8.5) segue dalle equazioni (7.20) e (7.21)) (Feynman-Kac) con k, g = 0.
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8.2. L’INTEGRALE DI STRATONOVICH

Sia X = {Xt}te[O,T] un processo di It6 reale con decomposizione dX; = ¢ dB; + ¢+ dt, dove B é un
moto browniano reale e ¢ € M2 .[0,T], ¥ € ML.[0,T]. Definiamo 1"integrale di Stratonovich di X rispetto
al moto browniano B ponendo, per ¢ € [0, 7],

t
/XsodBS: /XdB + (X, B): /XdB + = /npsds (8.8)
0

Nel caso in cui il processo X sia continuo, si pud ottenere tale integrale come limite in probabilita:

t kn—1 Xt(n) + Xtm)
D D — _
/0 Xs;0dBs = lim (Bt'(ii)l BtEn)) )

dove {0 = té") < tﬁ”) <. < tg;:,) =t} & una successione di partizioni di [0, ¢] con passo che tende verso
zero (per esempio tl(-m = %t per 0 <i <k, =mn).

L’utilita di questa definizione é che per questo integrale vale un perfetto analogo della chain rule del
calcolo ordinario. Piu precisamente, per ogni funzione ® : R — R di classe C® vale la relazione

®(B;) — ®(By) = /Ot ®'(Bs) 0 dBs. (8.9)

Questa proprieta rende 'integrale di Stratonovich piu conveniente dell’integrale di It6 in alcuni ambiti,
come ad esempio la teoria delle diffusioni su varieta differenziabili.

La dimostrazione della formula ¢ semplice: per ipotesi la funzione ® : R — R & di classe C?,
quindi ®'(B) é un processo di Ité con decomposizione d®'(B;) = ®"(B¢) dB; + $®"(By) dt, grazie alla
formula di It6. Ricordando la definizione , si vede immediatamente che la relazione non & altro
che Pordinaria formula di It6 applicata a ®(By).

Sono possibili diverse estensioni: in particolare, si pud definire 'integrale di Stratonovich rispetto a
un arbitrario processo di Itd, al posto del moto browiano. Tuttavia I'integrando deve essere sempre un
processo di It()EI L’integrale di Stratonovich é dunque definito per una classe piu ristretta di integrandi,
rispetto all’integrale di Itd. Sottolineiamo anche che, per poter applicare la formula (| . la funzione ®
deve essere di classe C* e non solo C?, come per Pordinaria formula di Ito.

8.3. TEOREMI DI RAPPRESENTAZIONE PER MARTINGALE

Concludiamo con due interessanti risultati di rappresentazione per martingale. Il primo risultato afferma
che ogni martingala locale continua M = {M;}:>0 ¢ un moto browniano cambiato di tempo.

TeEOREMA 8.1 (DAMBIS, DUBINS&SCHWARZ). Sia M = {M;}+>0 una martingala continua, definita
su uno spazio filtrato standard (Q, F, {F: }+>0, P), tale che limy_, o (M); = 0o g.c.. Allora sullo stesso
spazio & possibile definire un moto browniano reale B = {B; };>0 per cui vale la relazione

M, = By, vVt >0.

Per la dimostrazione, si veda il Teorema 4.6 del capitolo 3 in [Karatzas e Shrevel [1998]. Sottolineiamo
che la condizione lim;—, o (M); = 0o q.c. serve essenzialmente a garantire che lo spazio di probabilita
(Q2, F, P) sia abbastanza ricco per poterci costruire il moto browniano B. Nel caso in cui tale condizione non
sia verificata, il teorema resta comunque valido, a patto di ampliare lo spazio di probabilita. Osserviamo
che esiste anche una generalizzazione multidimensionale non banale di questo teorema, nota come Teorema
di Knight (si veda il Teorema 4.13 nel capitolo 3 in |Karatzas e Shreve, [1998§]).

TO, piu in generale, una semimartingala, cioé la somma di una martingala locale e di un processo a
variazione finita.
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Il secondo risultato che presentiamo afferma che ogni martingala di quadrato integrabile adattata
alla filtrazione completata del moto browniano (che sia cioé funzione del moto browniano) é l'integrale
stocastico di un processo in M?2. Per la dimostrazione, si veda il Teorema 4.15 del capitolo 3 in |Karatzas
e Shreve, [1998].

TEOREMA 8.2. Sia B = {B:};>0 un moto browniano reale, definito su uno spazio di probabilita
(Q, F,P), e indichiamo con {G;, };>0 'ampliamento standard della filtrazione naturale di B. Per ogni
{G:4 }+>o-martingala M = {M;},;>0 definita su Q, tale che E(M?) < oo per ogni t > 0, esiste un (unico)
processo X € M? tale che

©
M, = My + / X, dB.. (8.10)
0

In particolare, per ogni variabile Z aleatoria Gr-misurabile e di quadrato integrabile, esiste X €
M?[0,T] tale che Z = E(Z) + fOT X, dB;. Basta infatti applicare il teorema alla martingala M; = E(Z|G;)

e porre t =T in ({8.10)).
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